
《資料 2》 Eulerの公式と三角関数 (改訂版)

1 指数関数
指数関数 ex px P Rq を次式により複素関数に拡張することができる (各 z P Cで絶対収束する):

ez “

8
ÿ

n“0

zn

n!
pz P Cq. (1)

このように定義した指数関数に対しても, 指数法則 ezew “ ez`w pz, w P Cq が成り立つ (Cauchyの乗積級数を用
いて示される).

2
オイラー

Eulerの公式
(1)において, 特に z “ ix px P Rq ととれば,

eix “

8
ÿ

n“0

pixqn

n!
“

8
ÿ

m“0

p´1qm

p2mq!
x2m ` i

8
ÿ

m“0

p´1qm

p2m ` 1q!
x2m`1 “ cosx ` i sinx.

このとき得られる
eix “ cosx ` i sinx px P Rq (2)

を Eulerの公式と呼ぶ. これより

cosx “
eix ` e´ix

2
, sinx “

eix ´ e´ix

2i
px P Rq. (3)

((3)の x P Rを z P Cで置き換えて, 三角関数 cosx, sinxを複素関数に拡張できる. (2)は複素関数の意味でも正し
い.) これらを用いて, 三角関数に関連するの様々な関係式を以下のように見通しよく導くことができる.

• 加法定理 eipx`yq “ eixeiy の実部, 虚部を比較して

cos px ` yq “ cosx cos y ´ sinx sin y, sin px ` yq “ sinx cos y ` cosx sin y.

• n倍角の公式 peiθqn “ einθ (
ド ・ モ ア ブ ル

de Moivreの公式)より,

cosnθ ` i sinnθ “ pcos θ ` i sin θqn “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pcos θqn´kpi sin θqk.

両辺の実部, 虚部を比較して,

cosnθ “

t n
2 u

ÿ

j“0

p´1qj
ˆ

n

2j

˙

cosn´2j θ sin2j θ ¨ ¨ ¨ (cos θ の多項式),

sinnθ “

t n´1
2 u

ÿ

j“0

p´1qj
ˆ

n

2j ` 1

˙

cosn´2j´1θ sin2j`1θ ¨ ¨ ¨ (cos θ の多項式) sin θ.

ここで, tau (a P R)は a以下の最大整数を表す.

• 級数への応用 等比級数の和の公式により, |r| ă 1 のとき,

N
ÿ

n“0

einθ “ 1 ` eiθ ` ¨ ¨ ¨ ` eiNθ “
1 ´ eipN`1qθ

1 ´ eiθ
“

ei
pN`1qθ

2

ei
θ
2

ei
pN`1qθ

2 ´ e´i
pN`1qθ

2

ei
θ
2 ´ e´i θ

2

“ ei
Nθ
2
sin pN`1qθ

2

sin θ
2

, (4)

8
ÿ

n“0

rneinθ “ 1 ` reiθ ` r2ei2θ ` ¨ ¨ ¨ “
1

1 ´ reiθ
“

1 ´ re´iθ

p1 ´ reiθqp1 ´ re´iθq
“

1 ´ re´iθ

1 ´ 2r cos θ ` r2
. (5)



(4)の実部, 虚部をとることにより (最後の等号は積和の公式),

1 ` cos θ ` cos 2θ ` ¨ ¨ ¨ ` cosNθ “
cos Nθ

2 sin pN`1qθ
2

sin θ
2

“
1

2

"

1 `
sinpN ` 1

2 qθ

sin θ
2

*

,

sin θ ` sin 2θ ` ¨ ¨ ¨ ` sinNθ “
sin Nθ

2 sin pN`1qθ
2

sin θ
2

“
1

2

"

1

tan θ
2

´
cospN ` 1

2 qθ

sin θ
2

*

.

同様に, (5)より,

8
ÿ

n“0

rn cosnθ “
1 ´ r cos θ

1 ´ 2r cos θ ` r2
,

8
ÿ

n“1

rn sinnθ “
r sin θ

1 ´ 2r cos θ ` r2
p|r| ă 1q.

• 微分への応用 α :“ a ` ib の偏角を φ とすれば, α “ pa2 ` b2q
1
2 eiφ であるから,

`

eaxeibx
˘pnq

“
`

eαx
˘pnq

“ αneαx “ pa2 ` b2q
n
2 eaxeipbx`nφq.

実部, 虚部を比較して,

`

eax cos bx
˘pnq

“ pa2 ` b2q
n
2 eax cospbx ` nφq,

`

eax sin bx
˘pnq

“ pa2 ` b2q
n
2 eax sinpbx ` nφq.

特に, a “ 0, b “ 1 のとき, pcosxqpnq “ cos
´

x `
nπ

2

¯

, psinxqpnq “ sin
´

x `
nπ

2

¯

.

• 積分への応用 α :“ a ` ib に対して,
ż

epa`ibqx dx “

ż

eαx dx “
eαx

α
“

a ´ ib

a2 ` b2
¨ eaxpcos bx ` i sin bxq. (積分定数省略)

実部, 虚部を比較して,
ż

eax cos bx dx “
eaxpa cos bx ` b sin bxq

a2 ` b2
,

ż

eax sin bx dx “
eaxpa sin bx ´ b cos bxq

a2 ` b2
.

3 三角関数と双曲線関数
(3) (の複素変数への拡張版)を用いて,

cospixq “
eipixq ` e´ipixq

2
“

ex ` e´x

2
“ coshx,

sinpixq “
eipixq ´ e´ipixq

2i
“ i ¨

ex ´ e´x

2
“ i sinhx.

この関係式と, 三角関数に対する加法定理 (複素変数でも成り立つ！)を用いて,

1 “ cos2pixq ` sin2pixq “ pcoshxq2 ` pi sinhxq2 “ cosh2 x ´ sinh2 x,

cosh px ` yq “ cos ipx ` yq “ cospix ` iyq “ cospixq cospiyq ´ sinpixq sinpiyq

“ coshx cosh y ´ i sinhx ¨ i sinh y “ coshx cosh y ` sinhx sinh y,

i sinh px ` yq “ sin ipx ` yq “ sinpix ` iyq “ sinpixq cospiyq ` cospixq sinpiyq

“ i sinhx ¨ cosh y ` coshx ¨ i sinh y “ i psinhx cosh y ` coshx sinh yq.

よって,

cosh2 x ´ sinh2 x “ 1,

cosh px ` yq “ coshx cosh y ` sinhx sinh y,

sinh px ` yq “ sinhx cosh y ` coshx sinh y.


