
《資料 1》数学の基礎概念 (論理と集合)

1 論理
1.1 命題論理
正しいか正しくないか (真か偽か)が判断できる (はずの)文や式を命題という. 真の命題は T (true), 偽
の命題は F (false) という「値」をとると考え, これをその命題の真理値という. 命題 pの否定を ␣p と表
す．命題 p, q に対して, 「pまたは q」という命題を p_ q で表し, 「pかつ q」という命題を p^ q で表す.

また, 「pならば q」という命題を p␣pq _ q により定め, これを pÑ q で表す. さらに, ppÑ qq ^ pq Ñ pq

を pØ q で表す. すなわち, これらの命題結合記号 ␣, _, ^, Ñ, Ø は, 次の真理表により定義される.

p ␣p

T F
F T

p q p_ q p^ q pÑ q pØ q

T T T T T T
T F T F F F
F T T F T F
F F F F T T

p, q の真偽 (真理値)が一致することを p ” q で表すと, 任意の命題 p, q, r に対して次が成り立つ.

① ␣p␣pq ” p (二重否定の原則)

② p_␣p ” T, p^␣p ” F (二律排反の原則)

③ p_ q ” q _ p, p^ q “ q ^ p (交換法則)

④ p_ pq _ rq ” pp_ qq _ r, p^ pq ^ rq ” pp^ qq ^ r (結合法則)

⑤ p_ pq ^ rq ” pp_ qq ^ pp_ rq, p^ pq _ rq ” pp^ qq _ pp^ rq (分配法則)

⑥ ␣pp_ qq ” ␣p^␣q, ␣pp^ qq ” ␣p_␣q (De Morganの法則)

⑦ pÑ q ” ␣q Ñ ␣p (対偶の法則)

⑧
`

ppÑ qq ^ pq Ñ rq
˘

Ñ ppÑ rq ” T (三段論法)

1.2 述語論理
x が (ある定まった集合を動く) 変数で, x の値を指定するごとに P pxq が命題になるとき, P pxq は命題
関数 (または述語) という. このとき, 「すべての x に対し P pxq が真である」という命題 (全称命題) を
@xP pxq と表し, 「P pxqが真であるような xが存在する」という命題 (存在命題)を DxP pxq と表す. 任意
の命題関数 P pxq, Qpxq あるいは P px, yq に対して次が成立する.

⑨ ␣
`

@xP pxq
˘

“ Dx
`

␣P pxq
˘

, ␣
`

DxP pxq
˘

“ @x
`

␣P pxq
˘

⑩ @x
`

P pxq ^Qpxq
˘

“
`

@xP pxq
˘

^
`

@xQpxq
˘

, Dx
`

P pxq _Qpxq
˘

“
`

DxP pxq
˘

_
`

DxQpxq
˘

　　
⑪ @x

`

@y P px, yq
˘

“ @y
`

@xP px, yq
˘

, Dx
`

Dy P px, yq
˘

“ Dx
`

Dy P px, yq
˘

上述の命題結合記号と, 全称記号 @, 存在記号 D をあわせて, 論理記号と呼ぶ.

数学の命題 (定理)は @x pP pxq ñ Qpxqq (が真である) の形で述べられることが多い. P pxq “ Fなる x

に対しては P pxq ñ Qpxq は常に真であるから, 上の命題は tx | P pxqu Ă tx | Qpxqu (tx | P pxquは P pxq

が真である x 全体の集合を表す) と同じことである. (このとき, Qpxq は P pxq の必要条件, P pxq は Qpxq

の十分条件であるという.) 証明法としては次の 3通り (互いに同値であることを確かめよ) が用いられる.

• 直接法 : @x pP pxq ñ Qpxqq ÐÑ tx | P pxqu Ă tx | Qpxqu

• 対偶法 : @x pp␣Qpxqq ñ p␣P pxqqq ÐÑ tx | ␣Qpxqu Ă tx | ␣P pxqu

• 背理法 : ␣pDx pP pxq ^ p␣Qpxqqq ÐÑ tx | P pxqu X tx | ␣Qpxqu “ H



2 集合と写像
2.1 集合
原理的に特定できる「物の集まり」を集合という. x が集合X の１つの「個体」であるとき, xはX の元

(または要素) であるといい, x P X と表す. またその否定を x R X と表す.

x, y, z, . . . からなる集合を tx, y, z, . . .u と表す (集合の外延的定義). また性質 P pxqをもつ (P pxqが真と
なる) x P X 全体からなる集合を tx P X | P pxqu (または tx P X : P pxqu) と表す (集合の内包的定義). 但
し, 同じものを複数含む場合は, 例えば t0, 0u “ t0u, tp´1qn | n P Zu “ t´1, 1u というように解釈する.

集合X,Y に対し, @x px P X ñ x P Y q が成り立つとき, X は Y の部分集合であるといい, X Ă Y (また
は X Ň Y )と表す. 特に, X “ Y とは pX Ă Y q^pY Ă Xq であることをいう. また, pX Ă Y q^pX ‰ Y q

であるとき, X は Y の真部分集合であるといい, X Ĺ Y (または X Ř Y ) と表す.

集合 X の部分集合 A,B,C を考えるとき,

‚ Ac :“ ta P X | a R Au を (X における) Aの補集合という.

‚ AYB :“ ta | pa P Aq _ pa P Bqu を Aと B の合併集合または和集合という.

‚ AXB :“ ta | pa P Aq ^ pa P Bqu を Aと B の共通部分または積集合という.

‚ A zB :“ AXBc (“ A´B)を Aから B を引いた差集合または Aに対する B の補集合という.

このとき, A “ ta P X | a P Au とみて, 1.1の ③–⑥ を適用すれば次を得る (①, ②は何を意味するか?):

③1
AYB “ B YA, AXB “ B XA (交換法則)

④1
AY pB Y Cq “ pAYBq Y C, AX pB X Cq “ pAXBq X C (結合法則)

⑤1
AY pB X Cq “ pAYBq X pAY Cq, AX pB Y Cq “ pAXBq Y pAX Cq (分配法則)

⑥1
A z pB Y Cq “ pA zBq X pA z Cq, A z pB X Cq “ pA zBq Y pA z Cq (De Morganの法則)

集合 X の部分集合の全体からなる集合を X のベキ集合と呼び, 2X (または PpXq)で表す. 空集合 Hお
よび X 自身は 2X の元である. # によって集合の元の個数を表せば, #p2Xq “ 2#X が成り立つ.

2つの集合 X,Y に対して, x P X と y P Y を組にした px, yqの形のもの全体によって構成される集合を
X と Y の直積集合といって, X ˆ Y で表す: X ˆ Y “ tpx, yq | x P X, y P Y u.

2.2 写像
2 つの集合 X,Y に対し, X の各元に Y の元を一つずつ対応させる規則 X Q x ÞÑ y :“ fpxq P Y が定
まっているとき, この規則 f をX から Y への写像または関数といい (Y “ R, C の場合には関数と呼ぶこと
が多い), f : X Ñ Y と表す. このとき, X を写像 f の定義域または始集合, Y を f の余域または終集合と
いう. また, Γf :“ tpx, fpxqq | x P Xu Ă X ˆ Y を f のグラフという.

各 x P X に対して, fpxq P Y を xの (f による)像という. 同様に, 各 A Ă X に対して, fpAq :“ tfpxq |

x P Au Ă Y を A の像という. 特に fpXq を f の値域という (余域 Y を値域と呼ぶ流儀もある). また各
B Ă Y に対して, f´1pBq :“ tx | fpxq P Bu を B の (f による)逆像という. (このようにして f : X Ñ Y

は自然に f : 2X Ñ 2Y および f´1 : 2Y Ñ 2X を導く.) このとき, A,A1, A2 Ă X および B,B1, B2 Ă Y

に対して次の関係式が成り立つ.

‚ A1 Ă A2 ñ fpA1q Ă fpA2q, B1 Ă B2 ñ f´1pB1q Ă f´1pB2q

‚ fpA1 YA2q “ fpA1q Y fpA2q, f´1pB1 YB2q “ f´1pB1q Y f´1pB2q

‚ fpA1 XA2q Ă fpA1q X fpA2q, f´1pB1 XB2q “ f´1pB1q X f´1pB2q

‚ fpA1 zA2q Ą fpA1q z fpA2q, f´1pB1 zB2q “ f´1pB1q z f
´1pB2q

‚ f´1pfpAqq Ą A, fpf´1pBqq “ B X fpXq Ą B



写像 f : X Ñ Y に対して, fpXq “ Y であるとき, f は Y の上への写像, または f は X から Y への全
射という. また, @x1 @x2

`

fpx1q “ fpx2q ñ x1 “ x2

˘

が成り立つとき, f は１対１写像, または f は X か
ら Y への単射という. f が全射かつ単射のとき, 全単射であるという. 特にX “ Y のとき, X Q x ÞÑ x P X

で定まる全単射を X の恒等写像といい, idX または IX などと表す. f が全射ならば fpf´1pBqq “ B が成
り立ち, f が単射ならば f´1pfpAqq “ A が成り立つ.

f : X Ñ Y が全単射のとき, 各 y P Y “ fpXq に対して fpxq “ y を満たす x P X が唯一つ定まり,

y ÞÑ x により Y から X への一つの写像が得られる. これを f の逆写像と呼び, f´1 で表す. このとき
f´1ptyuq “ tf´1pyqu py P Y q が成り立つ. (ちなみに fptxuq “ tfpxqu px P Xq はいつも成り立つ.)

写像 f : X Ñ Y および g : Y0 Ñ Z は fpXq Ă Y0 のとき合成可能という. このとき X Q x ÞÑ hpxq :“

gpfpxqq P Z によって定まる写像 h : X Ñ Z を f と g の合成写像といい, h “ g ˝ f と表す. 特に,

f : X Ñ Y が全単射なら, f の逆写像 f´1 : Y Ñ X が存在し, f´1 ˝ f “ idX , f ˝ f´1 “ idY が成り立つ.

写像 f : X Ñ Y に対して, 終集合 Y を Y1 :“ fpXq Ă Y で置き換え f : X Ñ Y1 と見なせば全射とな
る. 一方, f : X Ñ Y を X1 Ă X の元についてだけ考えれば, X1 Q x ÞÑ fpxq P Y により X1 から Y への
写像が得られる. これを f の X1 上への制限といい, f |X1

で表す.

3 ε - δ 論法（参考）
講義では触れないかもしれないが, よく知られた議論の方法であるので紹介する. 論理記号が効果的に使
われていることにも注目せよ.

3.1 数列の極限

数列 tanuが α P Rに収束する ( lim
nÑ8

an “ αと表す)とは,

@ε ą 0
´

Dn1 P N
`

@n P N pn ě n1 ñ |an ´ α| ă εq
˘

¯

. (1)

が成り立つことであると定義される (講義では上極限, 下極限を用いて定義した). この条件はしばしば
@ε ą 0 Dn1 P N @n P N pn ě n1 ñ |an ´ α| ă εq,

あるいは, @ε ą 0 Dn1 P N @n P N : n ě n1 ñ |an ´ α| ă ε

などと略記される. (1)を直訳すれば

任意の ε ą 0に対して, 適当な n1 P Nが存在し, 任意の n P Nに対して
n ě n1 ñ |an ´ α| ă ε という命題が成立する

と述べられる. もう少しわかりやすい言葉に翻訳すれば

どんなに小さい正数 εを取っても, (εに応じて) 番号 n1 を十分大きく選ぶことにより,

n1 以上の番号 nではいつでも |an ´ α| ă ε が成り立つようにできる.

数列 tanuが `8に発散する ( lim
nÑ8

an “ `8と表す)とは,

@L ą 0 Dn1 P N @n P N
`

n ě n1 ñ an ą L
˘

が成り立つことであると定義される (`8は8と略記される). この条件を意訳すれば

どんなに大きい正数 Lを取っても, (Lに応じて) 番号 n1 を十分大きく選ぶことにより,

n1 以上の番号 nではいつでも an ą L が成り立つようにできる.

数列 tanuが ´8に発散することも同様にして定義される.



数列 tanuが発散するとは, どんな実数にも収束しないこと, すなわち
@α P R

`

␣
`

@ε ą 0 Dn1 P N @n P N pn ě n1 ñ |an ´ α| ă εq
˘˘

ということである. これを, 1 で述べた事実を用いて書き換えてみよう. まず, ⑨より

@α P R Dε ą 0 @n1 P N Dn P N
`

␣pn ě n1 ñ |an ´ α| ă εq
˘

と変形できる. ␣pn ě n1 ñ |an ´ α| ă εq の部分には ñ の定義と①, ⑥を用いて, 最終的に
@α P R Dε ą 0 @n1 P N Dn P N

`

pn ě n1q ^ p|an ´ α| ě εq
˘

と書き換えられる. すなわち,

どんな α P Rを与えても, (αに応じて)正数 εを十分小さく選べば, いくら大きい番号 n1

を取っても n ě n1 であって |an ´ α| ě εを満たすような番号 nが存在してしまう

という状況が, 数列 tanuが発散するということである.

3.2 関数の極限

区間 I 上で定義された関数 fpxqについて考える. a P Ī (すなわち aは I の内点または端点)および ℓ P R
に対して, xÑ aのとき fpxqが ℓに収束する ( lim

xÑa
fpxq “ ℓ と表す)とは,

@ε ą 0 Dδ ą 0 @x P I z tau
`

|x´ a| ă δ ñ |fpxq ´ ℓ | ă ε
˘

(2)
すなわち,

どんなに小さい正数 ε を取っても (ε に応じて) 正数 δ を十分小さく選ぶことにより,

x P I z tauが |x´ a| ă δ である限りは |fpxq ´ ℓ | ă ε を満たすようにできる

ということである. ここで, lim
xÑa

fpxq “ ℓ と次の条件とが同値になることを見よう:

@tanu Ă I z tau
`

lim
nÑ8

an “ a ñ lim
nÑ8

fpanq “ ℓ
˘

(3)

(ここで tanu Ă I z tau とは, 数列 tanuをこの数列の作る集合と同一視して, tan | n P Nu Ă I z tau を満た
すことを表す.) まず (2)ñ(3) を示す. 数列 tanu Ă I z tauが aに収束するとき, (2)の δ ą 0に対して

Dn1 P N @n P N
`

n ě n1 ñ |an ´ a| ă δ
˘

であるから, (2)より |fpanq ´ ℓ | ă ε となって, lim
nÑ8

fpanq “ ℓ であることがわかる. 次に (3)ñ (2) を対
偶によって示す. (2)を否定すれば, 3.1と同様の議論により

Dε ą 0 @δ ą 0 Dx P I z tau
`

p |x´ a| ă δq ^ p|fpxq ´ ℓ | ě εq
˘

.

各 δ “ n´1 に対して存在する x P I z tau を an とすれば,

Dε ą 0 @n P N Dan P I z tau
`

p |an ´ a| ă n´1q ^ p|fpanq ´ ℓ | ě εq
˘

.

ここで選ばれた tanuは, tanu Ă I z tauを満たし aに収束するが, どんな番号 nに対しても |fpanq´ ℓ | ě ε

であるから, fpanqは ℓには収束し得ない. すなわち (3)が否定される.

fpxqが a P I で連続であるとは,

@ε ą 0 Dδ ą 0 @x P I
`

|x´ a| ă δ ñ |fpxq ´ fpaq| ă ε
˘

(4)

が成り立つことと定義される. これを ⓐ 関数の極限, ⓑ 数列の極限 を用いれば, それぞれ
ⓐ lim

xÑa
fpxq “ fpaq, ⓑ @tanu Ă I

`

lim
nÑ8

an “ a ñ lim
nÑ8

fpanq “ fpaq
˘

と言い表される. ((4)において, @x P I ztauでなく @x P I となっているのは, 後続の不等式 |fpxq´fpaq| ă

ε が x “ aのときには自明 (“ 明らかに正しい)となるからである.)


