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1 関数列の一様収束

定義 (数列 tanu, 級数
ř

an の収束・発散)

(1) tanunPN が a pP Cq に収束する
def
ô @ε ą 0 Dn1 @n : n ě n1 ñ |an ´ a| ă ε

すなわち,

　任意の ε ą 0に対して番号 n1 “ n1pεqを適当にとれば,

　 n ě n1 なるすべての番号 nで |an ´ a| ă εが成り立つ.

(2)
ř

nPN
an が「Aに収束する」あるいは「和 A “

ř

an をもつ」
def
ô 部分和 AN :“

ř

nďN

an の作る数列 tANu が A に収束する

(3) 発散 “ 収束しない
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定義 級数
ř

an に対して

(1)
ř

an が絶対収束する
def
ô

ř

|an| が収束する.

(2)
ř

an が条件収束する
def
ô

ř

an が収束し,
ř

|an| が発散する.

定理 2.1 (絶対収束級数の性質)

(1) 絶対収束級数は収束する.

(2)
ř

an が絶対収束し, 和 A をもつ.

ñ tanu を勝手な順に並べた級数も絶対収束し, 和 Aをもつ.

(3)
ř

an,
ř

bn が絶対収束し, それぞれ和 A, B をもつ.

ñ talbmuを勝手な順に並べた級数も絶対収束し,和 AB をもつ.
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定義 区間 I 上の関数列 tfnu に対して,

(1) tfnuが I 上で各点収束 (または単純収束)する
def
ô 各 x P I において lim

nÑ8
fnpxq が存在する

(I 上の関数 fpxq :“ lim
nÑ8

fnpxq を tfnu の極限関数と呼ぶ)

`

ô @x P I @ε ą 0 Dn1 @n : n ě n1 ñ |fnpxq ´ fpxq| ă ε
˘

(2) tfnuが I 上で f に一様収束する
def
ô ∥fn ´ f∥8 :“ sup

xPI
|fnpxq ´ fpxq| Ñ 0 pn Ñ 8q

`

ô @ε ą 0 Dn1 @x P I @n : n ě n1 ñ |fnpxq ´ fpxq| ă ε
˘
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定理 2.2 関数列 tfnu Ă CpIq に対して,

tfnu が I 上で一様収束 ñ 極限関数 f :“ lim
nÑ8

fn P CpIq.

［証］ 任意の点 x0 P I における f の連続性を示す. ε ą 0 を任意に固定する.

∥fn ´ f∥8 Ñ 0 より, n1 を十分大きくとれば, ∥fn1 ´ f∥8 ă ε{3. よって,

|fpxq ´ fpx0q| ď |fpxq ´ fn1pxq| ` |fn1pxq ´ fn1px0q| ` |fn1px0q ´ fpx0q|

ď 2 ∥fn1 ´ f∥8 ` |fn1pxq ´ fn1px0q| ă
2ε

3
` |fn1pxq ´ fn1px0q|.

ここで, fn1 P CpIqより,

Dδ ą 0 @x P I : |x ´ x0| ă δ ñ |fn1pxq ´ fn1px0q| ă
ε

3

ñ |fpxq ´ fpx0q| ă
2ε

3
`

ε

3
“ ε.

これは fpxq の x0 での連続性を意味する.
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定理 2.3 I “ ra, bs上の関数列 tfnu Ă CpIq について,

(1)［極限と積分の順序交換］

tfnuが一様収束 ñ

ż b

a

`

lim
nÑ8

fnpxq
˘

dx “ lim
nÑ8

ż b

a

fnpxq dx

(2)［項別積分］
8
ř

n“1
fn が一様収束 ñ

ż b

a

´

8
ÿ

n“1

fnpxq

¯

dx “

8
ÿ

n“1

ż b

a

fnpxq dx

［証］ (1)のみを示す. tfnuの極限関数を f とすれば,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fnpxq dx ´

ż b

a

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fnpxq ´ fpxq| dx

ď pb ´ aq∥fn ´ f∥8 Ñ 0.
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定理 2.4 関数列 tfnu Ă C1pIq に対して,

(1)［極限と微分の順序交換］

I 上で tf 1
nu が一様収束し, tfnu が各点収束する

ñ
d

dx

`

lim
nÑ8

fnpxq
˘

“ lim
nÑ8

f 1
npxq (f :“ lim fn P C1pIq)

(2)［項別微分］

I 上で
8
ř

n“1
f 1
n が一様収束し,

8
ř

n“1
fn が各点収束する

ñ
d

dx

´

8
ÿ

n“1

fnpxq

¯

“

8
ÿ

n“1

f 1
npxq (F :“

ř

fn P C1pIq)
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［証］ (1)のみを示す. tfnu, tf 1
nuの極限関数をそれぞれ f, g とする. @a, x1 P I に対

して, tf 1
nuは ra, x1s (または rx1, as)上で g に一様収束するので, 定理 2.3 (1)より,

lim
nÑ8

ż x1

a

f 1
npxq dx “

ż x1

a

gpxq dx.

一方, tfnuは I 上で f に収束するので,

lim
nÑ8

ż x1

a

f 1
npxq dx “ lim

nÑ8

`

fnpx1q ´ fnpaq
˘

“ fpx1q ´ fpaq

よって, fpx1q ´ fpaq “

ż x1

a

gpxq dx. x1 で微分して, f 1pxq “ gpxq.
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定理 2.5 (WeierstrassのMテスト)

区間 I 上の関数項級数
ř

fn に対して,

∥fn∥8 ď Mn p@nq かつ
ÿ

Mn ă 8

を満たす数列 tMnu が存在すれば,
ř

fn は I 上で一様収束する.

［証］ 各 x P I において,
ř

|fnpxq| ď
ř

Mn ă 8 より,
ř

fnpxq は絶対収束する.

FN :“
ř

nďN

fn および F :“
ř

fn (極限関数) に対して,

|FN pxq ´ F pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

něN`1

fnpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ÿ

něN`1

|fnpxq| ď
ÿ

něN`1

Mn.

x P I の任意性および
ř

Mn ă 8 により,

∥FN ´ F∥8 ď
ÿ

něN`1

Mn Ñ 0 pN Ñ 8q.
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◆ 整級数への応用

定理 2.6 整級数
ř

anx
n の収束半径を r P p0,8s とする:

r :“ sup
␣

|x|
ˇ

ˇ

ř

anx
nが収束 px P Cq

(

“
1

lim sup
nÑ8

n
a

|an|

(1) fpxq :“
8
ÿ

n“0

anx
n は |x| ă r で C8 級.

(2) [項別微分]

f 1pxq “

8
ÿ

n“1

nanx
n´1 “

8
ÿ

n“0

pn ` 1qan`1x
n p収束半径 “ rq.

(3) [項別積分]
ż x

0

fptq dt “

8
ÿ

n“0

an
n ` 1

xn`1 “

8
ÿ

n“1

an´1

n
xn p収束半径 “ rq.
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［証］ Step 1. まず, fpxq “
ř

anx
n の |x| ă r での連続性を示す. r1 P p0, rqを任意

に固定するとき, この整級数は仮定により |x0| P pr1, rq なる適当な x0 で収束するか
ら, |anx

n
0 | ď M p@nqを満たす正数M が存在し,

|x| ď r1 ñ |anx
n| ď |an|rn1 “ |anx

n
0 |
´ r1
|x0|

¯n

ď M
´ r1
|x0|

¯n

.

ř

pr1{|x0|qn ă 8であるから, WeierstrassのM テストにより,
ř

anx
n は |x| ď r1

で一様収束する. 定理 2.2 (2)より, fpxq “
ř

anx
n は |x| ď r1 で連続, r1 ă r の任

意性により |x| ă r で連続となる.

Step 2. 再び r1 P p0, rqを任意に固定する. 上の結果と定理 2.3 (2)より,

ż x

0

fptq dt “

8
ÿ

n“0

an

n ` 1
xn`1

p|x| ď r1q.

r1 ă r の任意性により, この関係式は |x| ă r で成り立つ.
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Step 3. r2 P p0, rqを任意に固定し, r1 P pr2, rq をとる. |x| ď r2 のとき,

|nanx
n´1| ď n|an|rn´1

2 ď
n

r2

´r2
r1

¯n

¨ |an|rn1 ď M 1|an|rn1 .

ここで, npr2{r1qn Ñ 0 より正数 M 1 がとれた.
ř

|an|rn1 ă 8 であったから,

Weierstrass のM テストにより,
ř

nanx
n´1 は |x| ď r2 で一様収束する.

ř

anx
n

も |x| ď r2 で一様収束する (Step 1)ので, 定理 2.4 (2)を適用して,

f 1
pxq “

8
ÿ

n“1

nanx
n´1

p|x| ď r2q.

r2 ă r の任意性により, この関係式は |x| ă r で成り立つ. これを繰り返すことによ
り, fpxqが |x| ă r で C8 級であることがわかる.

Step 4.
ř

nanx
n´1,

ř

anx
n`1{pn ` 1q の収束半径をそれぞれ r1, r2 とすれば, 上の

議論より r1 ě r, r2 ě r. 逆に,
ř

anx
n は

ř

nanx
n´1,

ř

anx
n`1{pn ` 1q をそれ

ぞれ項別積分 (定数 a0 を足す), 項別微分したものと考えられるから, r ě r1, r ě r2.

従って, r “ r1 “ r2.
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2 Fejérの定理

◆ Fourier級数の基本問題

pSNfqptq :“
N
ÿ

n“´N

cne
int ?

ÝÑ fptq pN Ñ 8q

ここで,

pSNfqptq “

N
ÿ

n“´N

´

ż

T
fpsqe´ins d̄s

¯

eint “

ż

T

´

N
ÿ

n“´N

einpt´sq
¯

fpsq d̄s

“

ż

T
DN pt ´ sqfpsq d̄s “

ż

T
DN psqfpt ´ sq d̄s.
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DN ptq :“
N
ÿ

n“´N

eint を Dirichlet核と呼ぶ.

DN ptq “ e´iNt ¨
1 ´ peitq2N`1

1 ´ eit

“ e´iNt ¨
eipN`1{2qt

eit{2
¨
eipN`1{2qt ´ e´ipN`1{2qt

eit{2 ´ e´it{2

“
sinppN ` 1{2qtq

sinpt{2q

《注》 Dirichlet 核の正弦関数による表現式において, 分母が 0 となるときは
極限値で置き換える. (DN p0q “ 2N ` 1)
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◆ Fejérの定理

SNf の収束を調べる前段として

pσNfqptq :“
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

pSnfqptq

の収束を考える. ここで,

pσNfqptq “
1

N ` 1

ż

T

´

N
ÿ

n“0

Dnpt ´ sq

¯

fpsq d̄s

“

ż

T
FN pt ´ sqfpsq d̄s “

ż

T
FN psqfpt ´ sq d̄s.

FN ptq :“
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Dnptq を Fejér核と呼ぶ.
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【問 2.1】 数列 tanu8
n“0 について

an Ñ α ñ
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

an Ñ α (Cesàro和)

を示せ. また, ðに対する反例を挙げよ.

【問 2.2】˚ 次を示せ.

FN ptq “
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Dnptq “
1

N ` 1

ˆ

sin pN`1qt
2

sin t
2

˙2

(ヒント: DN ptqの表現式で sin pN ` 1
2 qt “ Im eipN` 1

2 qt)
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定理 2.7 (Fejérの定理)

f P CpTq ñ σNf Ñ f (一様収束)

従って, f P CpTqは Fourier係数 tcnunPZ から復元される.

系 2.8 f, g P CpTq とする.

(1) cnpfq “ cnpgq p@n P Zq ñ f “ g

(2) 各 ε ą 0に対し, ∥pε ´ f∥8 ă ε を満たす三角多項式 pε が存在.

系 2.8は定理 2.7から容易に得られる. (σNf は三角多項式！)
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［証］ (定理 2.7) — 証明法も重要
Step 1. まず, FN ptqは次の性質をもつことに注意:

1⃝ FN ptq ě 0 pt P Tq.

2⃝ @δ P p0, πqに対し,

ż

δď|t|ďπ

FN ptq dt Ñ 0 pN Ñ 8q.

3⃝
ż

T
FN ptq d̄t “ 1.

実際, 1⃝は明らか. 2⃝は

0 ď FN ptq “
1

N ` 1

ˆ

sin pN`1qt
2

sin t
2

˙2

ď
1

N ` 1

´ 1

sin δ
2

¯2

pδ ď |t| ď πq

より容易にわかる. 3⃝はもとの定義式に戻って
ż

T
FN ptq d̄t “

1

N`1

N
ÿ

n“0

ż

T
Dnptq d̄t “

1

N`1

N
ÿ

n“0

n
ÿ

k“´n

ż

T
eikt d̄t “ 1.
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Step 2. f P CpTqは T上で一様連続, すなわち
@ε ą 0 Dδ ą 0 @t @t1 P T : |t ´ t1| ă δ ñ |fptq ´ fpt1q| ă ε.

ε ą 0を任意に固定し, δ ą 0を上のように小さく選んでおく.

pσNfqpt1q ´ fpt1q “

ż

T
FN psqfpt1 ´ sq d̄s ´ fpt1q

ż

T
FN psq d̄s

“

ˆ
ż

|s|ăδ

`

ż

δď|s|ďπ

˙

FN psq
`

fpt1 ´ sq ´ fpt1q
˘

d̄s

において,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

|s|ăδ

FN psq
`

fpt1 ´ sq ´ fpt1q
˘

d̄s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

|s|ăδ

FN psq
ˇ

ˇfpt1 ´ sq ´ fpt1q
ˇ

ˇ d̄s ď ε

ż

T
FN psq d̄s “ ε,
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ż

δď|s|ďπ

FN psq
`

fpt1 ´ sq ´ fpt1q
˘

d̄s

∣∣∣∣∣ ď 2∥f∥8

ż

δď|s|ďπ

FN psq d̄s.

これより,

|pσNfqpt1q ´ fpt1q| ď ε ` 2∥f∥8

ż

δď|s|ďπ

FN psq d̄s.

更に N1 を十分大きくとれば, t1 P Tの任意性により,

N ě N1 ñ ∥σNf ´ f∥8 ď ε ` ε “ 2ε.

これは, lim
NÑ8

∥σNf ´ f∥8 “ 0 (一様収束) を意味する.
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《注》 (連続と一様連続)

関数 f が区間 I 上で連続であるとする. これを “ε - δ 論法” で述べれば,

@t1 P I @ε ą 0 Dδ ą 0 @t P I : |t ´ t1| ă δ ñ |fptq ´ fpt1q| ă ε.

特に I が有界閉区間ならば, f は I 上で一様連続, すなわち,

@ε ą 0 Dδ ą 0 @t1 P I @t P I : |t ´ t1| ă δ ñ |fptq ´ fpt1q| ă ε.

tt1 t2

f(t1) f(t2)

δδ

ε ε ε ε

δδ (隣り合う @ 同士, あるいは D 同士は
交換可能であるが, @と Dが隣り合う
ときは一般に交換は許されないこと
に注意.)
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3 Dirichletの定理

定理 2.9 (Dirichletの定理)

f P C1pTq ñ SNf Ñ f (一様収束)

より精密化すると, f P CkpTq pk P Nq のとき,

Nk´1{2∥SNf ´ f∥8 Ñ 0 pN Ñ 8q

まず次の補題から始める.

補題 2.10

(1)
ř

nPZ
|cn| ă 8 ñ

ř

nPZ
cne

int は T上の連続関数に一様収束

(2) f P CpTq,
ř

nPZ
|cnpfq| ă 8 ñ SNf Ñ f (一様収束)
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［証］ (1)はWeierstrassのM テストに他ならない.

(2) (1)により, gptq :“
ř

nPZ
cnpfqeint P CpTq. このとき,

cnpgq “

ż

T

ˆ

ÿ

mPZ
cmpfqeimt

˙

e´int d̄t

定理 2.3
“

ÿ

mPZ
cmpfq

ż

T
eipm´nqt d̄t “

ÿ

mPZ
cmpfqδmn “ cnpfq.

系 2.8 (1)より f “ g であるから,

SNfptq “
ÿ

|n|ďN

cnpfqeint
一様収束

ÝÝÝÝÝÑ gptq “ fptq.
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補題 2.11 (Besselの不等式)

f P PCpTq ñ
ÿ

nPZ
|cnpfq|2 ď

ż

T
|fptq|2 d̄t “ ∥f∥22

《注》 証明は後で. 実は等号が成り立つ (Parsevalの等式).

［証］ (定理 2.9)

補題 2.10, 2,11を用いて証明する.

まず, f P C1pTq ならば, 部分積分により,

incnpfq “ in

ż

T
fptqe´int d̄t

“ ´
1

2π

”

fptqe´int
ı2π

0
`

ż

T
f 1ptqe´int d̄t “ cnpf 1q.
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よって, Schwarzの不等式, Besselの不等式を用いて,

ÿ

|n|ďN

|cnpfq| “ |c0pfq| `
ÿ

1ď|n|ďN

|cnpf 1q|
|n|

ď |c0pfq| `

´

ÿ

1ď|n|ďN

1

n2

¯1{2´ ÿ

1ď|n|ďN

|cnpf 1q|2
¯1{2

ď ∥f∥8 `
π

?
3
∥f 1∥2 ă 8

ˆ 8
ÿ

n“1

1

n2
“

π2

6

˙

となり, SNf が f に一様収束することがわかった.
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次に, N ă N1 に対して,

|pSNfqptq ´ pSN1
fqptq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

Nă|n|ďN1

cnpfqeint
ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

Nă|n|ďN1

|cnpfq| ď
ÿ

Nă|n|ďN1

|cnpf 1q|
|n|

ď

´

ÿ

Nă|n|ďN1

1

n2

¯1{2´ ÿ

Nă|n|ďN1

|cnpf 1q|2
¯1{2

ď

c

2

N

´

ÿ

|n|ąN

|cnpf 1q|2
¯1{2

.

ここで N1 Ñ 8として ∥SNf ´ f∥8 ď

c

2

N

´

ÿ

|n|ąN

|cnpf 1q|2
¯1{2

.
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更に,
8
ř

n“´8

|cnpf 1q|2 “ ∥f 1∥22 ă 8であるから,

?
N ∥SNf ´ f∥8 ď

?
2
´

ÿ

|n|ąN

|cnpf 1q|2
¯1{2

Ñ 0 pN Ñ 8q.

f P CkpTqの場合の主張も同様に示される.

【問 2.3】 定理 2.9は f P C1pTq を f P CpTq X PC1pTq に置き換えても成
立することを示せ. (上の証明がすべて正当化されることをチェックする.)


