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【問題 4.1】
1. px, yq Ñ p0, 0qとは, (p0, 0qとは異なる) px, yqと p0, 0qの距離を 0に近づけること, すなわち

a

x2 ` y2 Ñ 0

を意味する. 従って, lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ α を示すには, ρp0q “ 0なる r ě 0上の連続関数 ρprqを適当に選び,

|fpx, yq ´ α| ď ρp
a

x2 ` y2 q p@px, yq ‰ p0, 0q, px, yq P (p0, 0qの近傍) X (f の定義域)q

の形の不等式が成り立つことを示せばよい. その際に,

|xy| ď
1

2

a

x2 ` y2, |x| ` |y| ď
?
2
a

x2 ` y2

といった不等式が役にたつ.

(1) px, yq Ñ p0, 0q のとき,
ˇ

ˇ

ˇ

x2y

x2 ` y2

ˇ

ˇ

ˇ
“

x2

x2 ` y2
|y| ď |y| ď

a

x2 ` y2 Ñ 0. よって, lim
px,yqÑp0,0q

x2y

x2 ` y2
“ 0.

(2) lim
px,yqÑp0,0q

y“0

x2 ´ 2y2

x2 ` y2
“ lim

xÑ0

x2

x2
“ 1, lim

px,yqÑp0,0q
x“0

x2 ´ 2y2

x2 ` y2
“ lim

yÑ0

´2y2

y2
“ ´2 より, lim

px,yqÑp0,0q

x2 ´ 2y2

x2 ` y2
は

存在しない (近づける方向により極限が異なるから).

(3) lim
px,yqÑp0,0q

y“0

x2 ` 2y2

2x2 ` y2
“ lim

xÑ0

x2

2x2
“

1

2
, lim

px,yqÑp0,0q
x“0

x2 ` 2y2

2x2 ` y2
“ lim

yÑ0

2y2

y2
“ 2 より, lim

px,yqÑp0,0q

x2 ` 2y2

2x2 ` y2
は

存在しない (近づける方向により極限が異なるから).

(4) px, yq Ñ p0, 0q のとき,
ˇ

ˇ

ˇ

x3 ` x2y

2x2 ` y2

ˇ

ˇ

ˇ
“

x2

2x2 ` y2
|x` y| ď

|x| ` |y|
2

ď

a

x2 ` y2
?
2

Ñ 0.

よって, lim
px,yqÑp0,0q

x3 ` x2y

2x2 ` y2
“ 0.

(5) px, yq Ñ p0, 0q のとき,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x
a

|y|
a

x2 ` y2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

c

x2

x2 ` y2

a

|y| ď
a

|y| ď 4
a

x2 ` y2 Ñ 0.

よって, lim
px,yqÑp0,0q

x
a

|y|
a

x2 ` y2
“ 0.

(6) 放物線 x “ ay2 (a は定数) に沿って p0, 0q に近づけた極限は lim
px,yqÑp0,0q

x“ay2

xy2

x2 ` y4
“ lim

yÑ0

ay2 ¨ y2

a2y4 ` y4
“

a

a2 ` 1
. この値が a に依存するので, lim

px,yqÑp0,0q

xy2

x2 ` y4
は存在しない.

2. (1) xz 平面 (y “ 0)による切り口は z “ 1 (x ‰ 0) で, yz 平面 (x “ 0)による切り口は z “ ´1 (y ‰ 0).

(2) xz 平面 (y “ 0)による切り口は z “
1

x
で, yz 平面 (x “ 0)による切り口は z “ y (y ‰ 0).
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3. (1) |xy| ď
1

2
px2 ` y2q に注意して, px, yq Ñ p0, 0q のとき |fpx, yq| “

|x` y|px2 ´ xy ` y2q

x2 ` y2
ď

3

2
p|x|` |y|q ď

3
?
2

a

x2 ` y2 Ñ 0. よって, lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ 0 “ fp0, 0q となるので, fpx, yqは p0, 0qで連続である.

(2) lim
px,yqÑp0,0q

y“0

fpx, yq “ lim
xÑ0

x2

x2
“ 1, lim

px,yqÑp0,0q
x“0

fpx, yq “ lim
yÑ0

y2

2y2
“

1

2
より, lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yq は存在しな

い. よって, fpx, yqは p0, 0qで連続とはなり得ない.

(3) px, yq Ñ p0, 0q のとき |fpx, yq ´ 1| “

ˇ

ˇ

ˇ

x4 ` y3

x2 ` y2

ˇ

ˇ

ˇ
ď

x2

x2 ` y2
¨ x2 `

y2

x2 ` y2
¨ |y| ď x2 ` |y| ď px2 ` y2q `

a

x2 ` y2 Ñ 0. よって, lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ 1 “ fp0, 0q となるので, fpx, yqは p0, 0qで連続である.

【注】px, yq Ñ p0, 0q のとき, (1)において |x| ` |y| Ñ 0, (3)において x2 ` |y| Ñ 0 としても全く問題ないが,

ここでは上の 1 の最初に述べた原則に従って計算を進めた.

4. (1) z “ x2y5 ´ 2x3y2 ` y より, zx “ 2xy5 ´ 6x2y2, zy “ 5x2y4 ´ 4x3y ` 1.

(2) z “ x3 ` y2 ` 3 より, zx “ 3x2, zy “ 2y.

(3) z “ sinpx2yq より, zx “ 2xy cospx2yq, zy “ x2 cospx2yq.

(4) z “ cospx2 ` xyq より, zx “ ´p2x` yq sinpx2 ` xyq, zy “ ´x sinpx2 ` xyq.

(5) z “
x` y

x´ y
より, zx “

px´ yq ´ px` yq

px´ yq2
“ ´

2y

px´ yq2
, zy “

px´ yq ` px` yq

px´ yq2
“

2x

px´ yq2
.

(6) z “ logpx2 ` xy ` y2q より, zx “
2x` y

x2 ` xy ` y2
, zy “

x` 2y

x2 ` xy ` y2
.

(7) z “ log
a

x2 ` y2 “
1

2
logpx2 ` y2q より, zx “

2x

2px2 ` y2q
“

x

x2 ` y2
, zy “

2y

2px2 ` y2q
“

y

x2 ` y2
.

(8) z “ Tan´1 y

x
より, zx “

´
y
x2

1 ` p
y
x q2

“ ´
y

x2 ` y2
, zy “

1
x

1 ` p
y
x q2

“
x

x2 ` y2
.

(9) w “ x2y3z2 より, wx “ 2xy3z2, wy “ 3x2y2z2, wx “ 2x2y3z.

(10) w “ Sin´1px` yzq より, wx “
1

a

1 ´ px` yzq2
, wy “

z
a

1 ´ px` yzq2
, wz “

y
a

1 ´ px` yzq2
.

5. (1) z “ x3y3 より, zx “ 3x2y3, zy “ 3x3y2. よって, xzx ` yzy “ x ¨ 3x2y3 ` y ¨ 3x3y2 “ 6x3y3 “ 6z.

(2) w “ px´ yqpy ´ zqpz ´ xq より, 積の微分公式を用いて, wx `wy `wz “ tpy ´ zqpz ´ xq ´ px´ yqpy ´

zqu ` t´py ´ zqpz ´ xq ` px´ yqpz ´ xqu ` t´px´ yqpz ´ xq ` px´ yqpy ´ zqu “ 0.
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【問題 4.2】
1. Lθ “ tpr cos θ, r sin θq | r ą 0u (x軸の正の向きと角 θ をなす半直線)とおく. px, yq “ pr cos θ, r sin θq P Lθ

のとき, fpx, yq “
2r2 cos θ sin θ

r2
“ sin 2θ. よって, lim

px,yqÑp0,0q

px,yqPLθ

fpx, yq “ sin 2θ. この値は θ に依存するので

fpx, yqは p0, 0qで不連続である. 次に,

lim
xÑ0

fpx, 0q ´ fp0, 0q

x
“ lim

xÑ0

0
x2 ´ 0

x
“ 0, lim

yÑ0

fp0, yq ´ fp0, 0q

y
“ lim

yÑ0

0
y2 ´ 0

y
“ 0,

より, fxp0, 0q, fyp0, 0q が存在する (値はともに 0) ので, fpx, yq は p0, 0q で偏微分可能. しかし, fpx, yq は
p0, 0qで不連続であったから全微分可能ではない. 実際, fpx, yqが p0, 0qで全微分可能ならば連続となるはず
だが, 上で見たように fpx, yqは p0, 0qで不連続.

2. 点 Ppa, b, fpa, bqq における接平面の方程式は z ´ fpa, bq “ fxpa, bqpx ´ aq ` fypa, bqpy ´ bq, すなわち
fxpa, bqpx´ aq ` fypa, bqpy ´ bq ´ pz ´ fpa, bqq “ 0 と表されるので, 接平面は pfxpa, bq, fypa, bq,´1q を法線
ベクトルとする. 従って, 点 P における法線上の任意の点を px, y, zq とすれば, px ´ a, y ´ b, z ´ fpa, bqq {{

pfxpa, bq, fypa, bq,´1q (平行)であるから, px ´ a, y ´ b, z ´ fpa, bqq “ kpfxpa, bq, fypa, bq,´1q と書ける. こ
れより k を消去して, 点 Pにおける法線の方程式 x´ a

fxpa, bq
“

x´ b

fypa, bq
“

z ´ fpa, bq

´1
を得る.

3. 与えられた曲面を z “ fpx, yq と表す. 曲面上の点 pa, b, fpa, bqqにおける接平面, 法線の方程式はそれぞれ

z ´ fpa, bq “ fxpa, bqpx´ aq ` fypa, bqpy ´ bq,
x´ a

fxpa, bq
“

y ´ b

fypa, bq
“
z ´ fpa, bq

´1

で与えられる.

(1) fpx, yq “ 3x2y ` xy の偏導関数は fxpx, yq “ 6xy ` y, fypx, yq “ 3x2 ` x. これより, fp1,´1q “ ´4,

fxp1,´1q “ ´7, fyp1,´1q “ 4. よって, 点 p1,´1,´4q における接平面の方程式は z ` 4 “ ´7px ´

1q ` 4py ` 1q, すなわち 7x ´ 4y ` z ´ 7 “ 0. また法線の方程式は x´ 1

´7
“

y ` 1

4
“

z ` 4

´1
, すなわち

x´ 1

7
“

y ` 1

´4
“ z ` 4.

(2) fpx, yq “
x2

22
`
y2

32
の偏導関数は fxpx, yq “

1

2
x, fypx, yq “

2

9
y. これより, fp2,´3q “ 2, fxp2,´3q “ 1,

fyp2,´3q “ ´
2

3
. よって, 点 p2,´3, 2qにおける接平面の方程式は z ´ 2 “ px´ 2q ´

2

3
py ` 3q, すなわち

3x´ 2y ´ 3z ´ 6 “ 0. また法線の方程式は x´ 2 “
y ` 3

´2{3
“

z ´ 2

´1
, すなわち x´ 2

´3
“

y ` 3

2
“

z ´ 2

3
.

(3) fpx, yq “
x

x` y
“ 1 ´

y

x` y
の偏導関数は fxpx, yq “

y

px` yq2
, fypx, yq “ ´

x

px` yq2
. これよ

り, fp´2, 1q “ 2, fxp´2, 1q “ 1, fyp´2, 1q “ 2. よって, 点 p´2, 1, 2q における接平面の方程式は
z ´ 2 “ px` 2q ` 2py ´ 1q, すなわち x` 2y ´ z ` 2 “ 0. また法線の方程式は x` 2 “

y ´ 1

2
“

z ´ 2

´1
.

(4) fpx, yq “ Tan´1 y

x
の偏導関数は fxpx, yq “

´y{x2

1 ` py{xq2
“ ´

y

x2 ` y2
, fypx, yq “

1{x

1 ` py{xq2
“

x

x2 ` y2
.

これより, fp1,´1q “ ´
π

4
, fxp1,´1q “ fyp´2, 1q “

1

2
. よって, 点

`

1,´1,´
π

4

˘

における接平面の

方程式は z `
π

4
“

1

2
px ´ 1q `

1

2
py ` 1q, すなわち x ` y ´ 2z ´

π

2
“ 0. また法線の方程式は

x´ 1

1{2
“

y ` 1

1{2
“

z ` π
4

´1
, すなわち x´ 1 “ y ` 1 “

z ` π
4

´2
.

4. xが x, y の関数で, x, y のそれぞれが t の関数のとき, 合成関数の微分公式 dz

dt
“

Bz

Bx

dx

dt
`

Bz

By

dy

dt
が成り立

つ. これを用いて解答を行う.
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(1) x “ t2, y “ et より,
dx

dt
“ 2t,

dy

dt
“ et. よって, z “ xy2 ´ x2y に合成関数の微分公式を適用して,

dz

dt
“ py2 ´ 2xyq ¨ 2t` p2xy ´ x2q ¨ et “ etpet ´ 2t2q ¨ 2t` t2p2et ´ t2q ¨ et

“ 2te2t ´ 4t3et ` 2t2e2t ´ t4et “ 2tpt` 1qe2t ´ t3pt` 4qet.

(2) x “ et ` e´t, y “ e2t より,
dx

dt
“ et ´ e´t,

dy

dt
“ 2e2t. よって, z “ Tan´1pxyq に合成関数の微分公式

を適用して,

dz

dt
“

y

1 ` pxyq2
¨ pet ´ e´tq `

x

1 ` pxyq2
¨ 2e2t “

pet ´ e´tqe2t ` 2e2tpet ` e´tq

1 ` tpet ` e´tqe2tu2
“

p3e2t ` 1qet

1 ` pe2t ` 1q2e2t
.

(3) x “ cos t, y “ t2 より,
dx

dt
“ ´ sin t,

dy

dt
“ 2t. よって, z “ ex

2y に合成関数の微分公式を適用して,

dz

dt
“ 2xyex

2y ¨ p´ sin tq ` x2ex
2y ¨ 2t “ 2pxt´ y sin tqxex

2y “ 2tpcos t´ t sin tqpcos tqet
2 cos2 t.

(4) x “ cos t, y “ sin t より,
dx

dt
“ ´ sin t,

dy

dt
“ cos t. よって, z “ fpx, yq に合成関数の微分公式を適用し

て,
dz

dt
“ fxpx, yq ¨ p´ sin tq ` fypx, yq ¨ cos t “ ´fxpcos t, sin tq sin t` fypcos t, sin tq cos t.

5. z が x, y の関数で, x, y のそれぞれが u, v の関数のとき, 合成関数の微分公式
´

Bz

Bu
,

Bz

Bv

¯

“

´

Bz

Bx
,

Bz

By

¯

«

Bx
Bu

Bx
Bv

By
Bu

By
Bv

ff

が成り立つ. これを用いて解答を行う.

(1) z “ xy2 ` x2y および x “ u` v, y “ u´ v より,
´

Bz

Bu
,

Bz

Bv

¯

“
`

y2 ` 2xy, 2xy ` x2
˘

„

1 1
1 ´1

ȷ

“
`

x2 ` 4xy ` y2, y2 ´ x2
˘

“
`

2p3u2 ´ v2q, ´4uv
˘

.

よって, zu “ 2p3u2 ´ v2q, zv “ ´4uv.

(2) z “ sinpx´ yq および x “ u2 ` v2, y “ 2uv より,
´

Bz

Bu
,

Bz

Bv

¯

“
`

cospx´ yq, ´ cospx´ yq
˘

„

2u 2v
2v 2u

ȷ

“
`

2pu´ vq cos pu´ vq2, ´2pu´ vq cos pu´ vq2
˘

.

よって, zu “ 2pu´ vq cos pu´ vq2, zv “ ´2pu´ vq cos pu´ vq2.

(3) z “ fpx, yq および x “ 2u´ 3v, y “ u´ 5v より,
´

Bz

Bu
,

Bz

Bv

¯

“
`

fxpx, yq, fypx, yq
˘

„

2 ´3
1 ´5

ȷ

“
`

2fxpx, yq ` fypx, yq, ´3fxpx, yq ´ 5fypx, yq
˘

.

よって, zu “ 2fxp2u´3v, u´5vq`fyp2u´3v, u´5vq, zv “ ´3fxp2u´3v, u´5vq´5fyp2u´3v, u´5vq.

(4) z “ fpx, yq および x “ cospu` vq, y “ sinpu´ vq より,
´

Bz

Bu
,

Bz

Bv

¯

“
`

fxpx, yq, fypx, yq
˘

„

´ sinpu` vq ´ sinpu` vq

cospu´ vq ´ cospu´ vq

ȷ

.

6

"

zu “ ´fxpcospu` vq, sinpu´ vqq sinpu` vq ` fypcospu` vq, sinpu´ vqq cospu´ vq,

zv “ ´fxpcospu` vq, sinpu´ vqq sinpu` vq ´ fypcospu` vq, sinpu´ vqq cospu´ vq.

(5) z “ fpx` 3yq および x “ u´ 2v, y “ 3u´ 4v より,
´

Bz

Bu
,

Bz

Bv

¯

“
`

f 1px` 3yq, 3f 1px` 3yq
˘

„

1 ´2
3 ´4

ȷ

“
`

10f 1p10u´ 14vq, ´14f 1p10u´ 14vq
˘

.

よって, zu “ 10f 1p10u´ 14vq, zv “ ´14f 1p10u´ 14vq.

6. x “ u cosα ´ v sinα, y “ u sinα ` v cosα であるから, z “ fpx, yq に対して合成関数の微分により,

`

zu, zv
˘

“
`

zx, zy
˘

„

xu xv
yu yv

ȷ

“
`

zx, zy
˘

„

cosα ´ sinα
sinα cosα

ȷ

“
`

zx cosα ` zy sinα, ´zx sinα ` zy cosα
˘

.

よって, zu
2 ` zv

2 “ pzx cosα ` zy sinαq2 ` p´zx sinα ` zy cosαq2 “ zx
2 ` zy

2.
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7. (1)
!

u“ x` y
v “ x´ y

ô

!

x“ 1
2 pu` vq

y “ 1
2 pu´ vq

に注意して, z “ fpx, yq に対して合成関数の微分公式を適用すれば,

`

zu, zv
˘

“
`

zx, zy
˘

„

xu xv
yu yv

ȷ

“
`

zx, zy
˘

„

1
2

1
2

1
2 ´ 1

2

ȷ

“
` zx ` zy

2
,
zx ´ zy

2

˘

.

すなわち, zu “
1

2
pfx ` fyq, zv “

1

2
pfx ´ fyq. あるいはもっと丁寧に表して,

zu “
1

2

␣

fx
` u` v

2
,
u´ v

2

˘

` fy
` u` v

2
,
u´ v

2

˘(

, zv “
1

2

␣

fx
` u` v

2
,
u´ v

2

˘

´ fy
` u` v

2
,
u´ v

2

˘(

.

(2) fpx, yq が 1 変数関数 gpuq を用いて fpx, yq “ gpx ` yq と表されならば, fx “ g1px ` yq “ fy が
成り立つ. 逆に, fx “ fy ならば, fpx, yq “ hpu, vq (u “ x` y, v “ x´ y) と表したとき, (1) より
hv “

1

2
pfx ´ fyq “ 0 となるので, hpu, vqは uのみの関数である (教科書の定理 4.1.2). これを gpuqと書

けば, fpx, yq “ gpx` yq と表される. なお, 下線部の hpu, vqはより具体的に hpu, vq “ f
` u` v

2
,
u´ v

2

˘

で与えられる.

8. (1) x “ r cos θ, y “ r sin θ より, z “ fpx, yq に対して,

`

zr, zθ
˘

“
`

zx, zy
˘

„

xr xθ
yr yθ

ȷ

“
`

zx, zy
˘

„

cos θ ´r sin θ
sin θ r cos θ

ȷ

“
`

zx cos θ`zy sin θ, rp´zx sin θ`zy cos θq
˘

.

すなわち, zr “ fx cos θ ` fy sin θ, zθ “ ´fxr sin θ ` fyr cos θ “ ´yfx ` xfy. あるいはもっと丁寧に
#

zr “ fxpr cos θ, r sin θq cos θ ` fypr cos θ, r sin θq sin θ,

zθ “ ´fxpr cos θ, r sin θq r sin θ ` fypr cos θ, r sin θq r cos θ.

(2) fpx, yqが 1変数関数 gprqを用いて fpx, yq “ gprq (r “
a

x2 ` y2 )と表されならば,

fx “ g1prqrx “ g1prq
x

r
, fy “ g1prqry “ g1prq

y

r
より, yfx “ xfy

´

“ g1prq
xy

r

¯

.

ここで, rx “
x

a

x2 ` y2
“

x

r
, ry “

y
a

x2 ` y2
“

y

r
を用いた. 逆に, yfx “ xfy ならば, fpx, yq “ hpr, θq

(x “ r cos θ, y “ r sin θ)と表したとき, (1)より hθ “ ´yfx ` xfy “ 0 となるので, hpr, θqは rのみの関
数である (教科書の定理 4.1.2). これを gprqと書けば, fpx, yq “ gp

a

x2 ` y2 q と表される.

9. (1) x “ au` bv, y “ cu` dv (a, b, c, dは定数)より,
Bpx, yq

Bpu, vq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bx
Bu

Bx
Bv

By
Bu

By
Bv

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a b
c d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ad´ bc.

(2) x “ r cosh t, y “ r sinh t より,
Bpx, yq

Bpr, tq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bx
Br

Bx
Bt

By
Br

By
Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosh t r sinh t
sinh t r cosh t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ rpcosh2 t´ sinh2 tq “ r.

(3) x “ u` v, y “ uv より,
Bpx, yq

Bpu, vq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bx
Bu

Bx
Bv

By
Bu

By
Bv

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1
v u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ u´ v.

(4) x “ uv, y “ u2 ´ v2 より,
Bpx, yq

Bpu, vq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bx
Bu

Bx
Bv

By
Bu

By
Bv

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v u
2u ´2v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´2pu2 ` v2q.

10. (1) x “ r sin θ cosφ, y “ r sin θ sinφ, z “ r cos θ (pr, θ, φqは空間の極座標—教科書 p.120参照)より,

Bpx, y, zq

Bpr, θ, φq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bx
Br

Bx
Bθ

Bx
Bφ

By
Br

By
Bθ

By
Bφ

Bz
Br

Bz
Bθ

Bz
Bφ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin θ cosφ r cos θ cosφ ´r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ ´r sin θ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ r2 sin θ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin θ cosφ cos θ cosφ ´ sinφ
sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

cos θ ´ sin θ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

第 2列の共通因数 r, 第 3列の共通
因数 r sin θ をそれぞれ括り出した

¯

“ r2 sin θ pcos2 θ cos2 φ` sin2 θ sin2 φ` sin2 θ cos2 φ` cos2 θ sin2 φq (Sarrus の方法)

“ r2 sin θ pcos2 θ ` sin2 θqpcos2 φ` sin2 φq “ r2 sin θ.

【補足】上の計算の 2行目の行列式中の 3つの列ベクトル

»

–

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

fi

fl,

»

–

cos θ cosφ
cos θ sinφ

´ sin θ

fi

fl,

»

–

´ sinφ
cosφ
0

fi

flをそれ
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ぞれ er, eθ, eφ とすれば, |er| “ |eθ| “ |eφ| “ 1 (大きさ 1), er ˆ eθ “ eφ (ˆは外積)が成り立つ (確認
せよ). 従って, R3 において ter, eθ, eφu は右手系で, 正規直交基底をなす. 故に 2行目の行列式の値が 1

となるのは当然と言える. なお, ここで, 3つのベクトルを er, eθ, eφ と表した理由は, これらのベクトル
が点 pr sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θqにおいて r, θ, φ を増加させたときに点が変化する方向の単位ベク
トルとなっているからである.

(2) x “ u´ 2w, y “ v ´ w ` 1, z “ u´ w ` 2 より,

Bpx, y, zq

Bpu, v, wq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bx
Bu

Bx
Bv

Bx
Bw

By
Bu

By
Bv

By
Bw

Bz
Bu

Bz
Bv

Bz
Bw

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 0 ´2
0 1 ´1
1 0 ´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 0 ´2
0 1 ´1
0 0 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1.

11. 関数 z “ fpx, yq が全微分可能ならば, 点 px, yqにおいて x, y をそれぞれ ∆x,∆y (微少量)だけ動かしたとき,

z “ fpx, yqの値の変化 ∆z は
∆z “ fpx`∆x, y `∆yq ´ fpx, yq « fxpx, yq∆x` fypx, yq∆y (fpx, yqの１次近似)

と ∆x,∆y の１次式で近似される. ここでは近似を表す記号として «を用いたが, 代わりに »や »が用いら
れることもある. 以下では, «を 1次近似の意味で用いる.

(1) S “ xy より, Sx “ y, Sy “ x. よって, ∆S « Sx∆x` Sy∆y “ y∆x` x∆y.

(2) V “ xyz より, Vx “ yz, Vy “ xz, Vz “ xy. よって,

∆V « Vx∆x` Vy∆y ` Vz∆z “ yz∆x` xz∆y ` xy∆z.

(3) 楕円の長軸, 短軸の長さをそれぞれ A,B (A ě B)とすれば, 楕円の面積は S “ πpA{2qpB{2q “
π

4
AB で

与えられる. よって, 面積の変化の 1次近似は ∆S «
π

4
pB∆A`A∆Bq で与えられる. 特に,

A “ 2m “ 200 cm, B “ 1m “ 100 cm, ∆A “ 1 cm, ∆B “ ´1 cm

のときには, ∆S «
π

4
t100 ¨ 1 ` 200 ¨ p´1qu cm2 “ ´25π cm2.

12. 問題文の書き方がしっくり来ない. 以下の (2)の解答を見て問題文の言わんとすることを理解してほしい.

(1) fpx, yq “ x` 2y のとき, fxpx, yq “ 1.

(2) gpx, uq “ ´x` 2u のとき, gpx, x` yq “ x` 2y p“ fpx, yqq, gxpx, x` yq “ ´1.

【注意】 gxpx, x ` yq は gxpx, uq に u “ x ` y を代入したものを表す. よって gxpx, x ` yq “ ´1 で
あった.

Bg

Bx
px, x ` yq と書いても同じ意味である. しかし,

B

Bx
gpx, x ` yq と書いた場合には,

B

Bx
が

gpx, x` yq “ x` 2y に作用することを表すので,
B

Bx
gpx, x` yq “ 1 となる.
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【問題 4.3】
1. (1)

´

2
B

Bx
` 3

B

By

¯2

fpx, yq “

´

4
B2

Bx2
` 12

B2

BxBy
` 9

B2

By2

¯

fpx, yq “ 4fxxpx, yq ` 12fxypx, yq ` 9fyypx, yq.

(2)
´

2
B

Bx
` 3

B

By

¯2

fp0, 0q は
´

2
B

Bx
` 3

B

By

¯2

fpx, yq に px, yq “ p0, 0q を代入したものを表す. 今, fpx, yq “

e2x`y であるから, fxxpx, yq “ 4e2x`y, fxypx, yq “ 2e2x`y, fyypx, yq “ e2x`y. よって,
´

2
B

Bx
` 3

B

By

¯2

fp0, 0q “ 4fxxp0, 0q ` 12fxyp0, 0q ` 9fyyp0, 0q “ 4 ¨ 4 ` 12 ¨ 2 ` 9 ¨ 1 “ 49.

【注意】偏微分作用素が定数係数である場合は
´

2
B

Bx
` 3

B

By

¯2

“ 4
B2

Bx2
` 12

B2

BxBy
` 9

B2

By2
というように単純

に展開すればよいが, 変数係数の場合は注意を要する. 例えば,
´

x
B

Bx
` y

B

By

¯2

に対しては,

´

x
B

Bx
` y

B

By

¯2

fpx, yq “

´

x
B

Bx
` y

B

By

¯́

x
B

Bx
` y

B

By

¯

fpx, yq “

´

x
B

Bx
` y

B

By

¯

`

xfxpx, yq ` yfypx, yq
˘

“ x
B

Bx

`

xfxpx, yq ` yfypx, yq
˘

` y
B

By

`

xfxpx, yq ` yfypx, yq
˘

“ x
`

fxpx, yq ` xfxxpx, yq ` yfxypx, yq
˘

` y
`

xfxypx, yq ` fypx, yq ` yfyypx, yq
˘

“ x2fxxpx, yq ` 2xyfxypx, yq ` y2fyypx, yq ` xfxpx, yq ` yfypx, yq

となる (枠で囲んだ部分に注意).

2. (1) z “ x3y ` xy2 の偏導関数は zx “ 3x2y ` y2, zy “ x3 ` 2xy. よって, 2次 (“ 2階)の偏導関数は
zxx “ 6xy, zxy “ zyx “ 3x2 ` 2y, zyy “ 2x.

(2) z “ x sinxy の偏導関数は zx “ sinxy ` xy cosxy, zy “ x2 cosxy. よって, 2次の偏導関数は
zxx “ 2y cosxy ´ xy2 sinxy, zxy “ zyx “ 2x cosxy ´ x2y sinxy, zyy “ ´x3 sinxy.

(3) z “ ex
2y の偏導関数は zx “ 2xyex

2y, zy “ x2ex
2y. よって, 2次の偏導関数は

zxx “ p4x2y2 ` 2yqex
2y, zxy “ zyx “ p2x3y ` 2xqex

2y, zyy “ x4ex
2y.

(4) z “ Tan´1 xy の偏導関数は zx “
y

1 ` x2y2
, zy “

x

1 ` x2y2
. よって, 2次の偏導関数は

zxx “ ´
2xy3

p1 ` x2y2q2
, zxy “ zyx “

p1 ` x2y2q ´ 2x2y2

p1 ` x2y2q2
“

1 ´ x2y2

p1 ` x2y2q2
, zyy “ ´

2x3y

p1 ` x2y2q2
.

3. (1) z “ logpx2`y2qより, zx “
2x

x2 ` y2
, zy “

2y

x2 ` y2
. 更に, zxx “

2px2 ` y2q ´ 2x ¨ 2x

px2 ` y2q2
“

2p´x2 ` y2q

px2 ` y2q2
. 同

様に, zyy “
2px2 ´ y2q

px2 ` y2q2
(x, yの対称性に注意). よって, ∆ logpx2 ` y2q “

2p´x2 ` y2q

px2 ` y2q2
`

2px2 ´ y2q

px2 ` y2q2
“ 0.

(2) z “
x

x2 ` y2
より, zx “

1

x2 ` y2
´

2x2

px2 ` y2q2
, zy “ ´

2xy

px2 ` y2q2
. 更に,

zxx “ ´
6x

px2 ` y2q2
`

8x3

px2 ` y2q3
“

2xpx2 ´ 3y2q

px2 ` y2q3
, zyy “ ´

2x

px2 ` y2q2
`

8xy2

px2 ` y2q3
“

2xp´x2 ` 3y2q

px2 ` y2q3
.

よって, ∆
x

x2 ` y2
“

2xpx2 ´ 3y2q

px2 ` y2q3
`

2xp´x2 ` 3y2q

px2 ` y2q3
“ 0.

(3) z “ Tan´1 y

x
より, zx “

´y{x2

1 ` py{xq2
“ ´

y

x2 ` y2
, zy “

1{x

1 ` py{xq2
“

x

x2 ` y2
. 更に, zxx “

2xy

px2 ` y2q2
,

zyy “ ´
2xy

px2 ` y2q2
. よって, ∆Tan´1 y

x
“

2xy

px2 ` y2q2
´

2xy

px2 ` y2q2
“ 0.

(4) z “ x3`xy`y3 より, zx “ 3x2`y, zy “ x`3y2. 更に, zxx “ 6x, zyy “ 6y. よって, ∆px3`xy`y3q “

6x` 6y “ 6px` yq.
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4. 《方法 1》 右辺から左辺を導こう. x “ r cos θ, y “ r sin θ より, z “ fpx, yq に対して,

`

zr, zθ
˘

“
`

zx, zy
˘

„

xr xθ
yr yθ

ȷ

“
`

zx, zy
˘

„

cos θ ´r sin θ
sin θ r cos θ

ȷ

“
`

zx cos θ ` zy sin θ, rp´zx sin θ ` zy cos θq
˘

.

よって zr “ zx cos θ ` zy sin θ, zθ “ rp´zx sin θ ` zy cos θq が得られ, この計算を繰り返すことにより,

zrr “ pzx cos θ ` zy sin θqr “ pzxx cos θ ` zxy sin θq cos θ ` pzxy cos θ ` zyy sin θq sin θ

“ zxx cos
2 θ ` 2zxy cos θ sin θ ` zyy sin

2 θ,

zθθ “ r p´zx sin θ ` zy cos θqθ

“ r
`

´trp´zxx sin θ ` zxy cos θq sin θ ` zx cos θu ` trp´zxy sin θ ` zyy cos θq cos θ ´ zy sin θu
˘

“ r2pzxx sin
2 θ ´ 2zxy cos θ sin θ ` zyy cos

2 θq ´ rpzx cos θ ` zy sin θq.

以上を用いて,

zrr `
1

r
zr `

1

r2
zθθ “ pzxx cos

2 θ ` 2zxy cos θ sin θ ` zyy sin
2 θq `

1

r
pzx cos θ ` zy sin θq

` tzxx sin
2 θ ´ 2zxy cos θ sin θ ` zyy cos

2 θ ´
1

r
pzx cos θ ` zy sin θqu

“ zxx ` zyy.

《方法 2》 左辺から右辺を導こう. 本質的に ∆ “
B2

Bx2
`

B2

By2
を極座標で表したときの形を求める問題である

から, 右辺から左辺を導くより思考の流れとして自然である.
`

zr, zθ
˘

“
`

zx, zy
˘

„

cos θ ´r sin θ
sin θ r cos θ

ȷ

であった

から, 逆写像定理により (逆写像定理を意識しなくてもよい),

`

zx, zy
˘

“
`

zr, zθ
˘

„

cos θ ´r sin θ
sin θ r cos θ

ȷ´1

“
`

zr, zθ
˘

«

cos θ sin θ

´
sin θ

r

cos θ

r

ff

“
`

zr cos θ´zθ
sin θ

r
, zr sin θ`zθ

cos θ

r

˘

.

よって, zx “ zr cos θ ´ zθ
sin θ

r
, zy “ zr sin θ ` zθ

cos θ

r
が得られ, この計算を繰り返すことにより,

zxx “
`

zr cos θ ´ zθ
sin θ

r

˘

x
“
`

zr cos θ ´ zθ
sin θ

r

˘

r
cos θ ´

`

zr cos θ ´ zθ
sin θ

r

˘

θ

sin θ

r

“
`

zrr cos θ ´ zrθ
sin θ

r
` zθ

sin θ

r2

˘

cos θ ´
`

zrθ cos θ ´ zr sin θ ´ zθθ
sin θ

r
´ zθ

cos θ

r

˘ sin θ

r
,

“ zrr cos
2 θ ´ zrθ

2 cos θ sin θ

r
` zθθ

sin2 θ

r2
` zr

sin2 θ

r
` zθ

2 cos θ sin θ

r2
,

zyy “
`

zr sin θ ` zθ
cos θ

r

˘

y
“
`

zr sin θ ` zθ
cos θ

r

˘

r
sin θ `

`

zr sin θ ` zθ
cos θ

r

˘

θ

cos θ

r

“
`

zrr sin θ ` zrθ
cos θ

r
´ zθ

cos θ

r2

˘

sin θ `
`

zrθ sin θ ` zr cos θ ` zθθ
cos θ

r
´ zθ

sin θ

r

˘ cos θ

r

“ zrr sin
2 θ ` zrθ

2 cos θ sin θ

r
` zθθ

cos2 θ

r2
` zr

cos2 θ

r
´ zθ

2 cos θ sin θ

r2
.

従って,

zxx ` zyy “
`

zrr cos
2 θ ´ zrθ

2 cos θ sin θ

r
` zθθ

sin2 θ

r2
` zr

sin2 θ

r
` zθ

2 cos θ sin θ

r2

˘

`
`

zrr sin
2 θ ` zrθ

2 cos θ sin θ

r
` zθθ

cos2 θ

r2
` zr

cos2 θ

r
´ zθ

2 cos θ sin θ

r2

˘

“ zrr `
1

r
zr `

1

r2
zθθ.

【注意】講義では次のように説明した. 上での計算は以下に書くことと本質的に変わらない.

《方法 1》では, 例えば Bz

Br
“

Bz

Bx
cos θ `

Bz

By
sin θ “

´

cos θ
B

Bx
` sin θ

B

By

¯

z より,

B2z

Br2
“

B

Br

´

Bz

Br

¯

“

´

cos θ
B

Bx
` sin θ

B

By

¯́

cos θ
Bz

Bx
` sin θ

Bz

By

¯

“ cos θ
B

Bx

´

cos θ
Bz

Bx
` sin θ

Bz

By

¯

` sin θ
B

By

´

cos θ
Bz

Bx
` sin θ

Bz

By

¯

“ cos θ
´

cos θ
B2z

Bx2
` sin θ

B2z

BxBy

¯

` sin θ
´

cos θ
B2z

BxBy
` sin θ

B2z

By2

¯

“ cos2 θ
B2z

Bx2
` 2 cos θ sin θ

B2z

BxBy
` sin2 θ

B2z

By2
.
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《方法 2》では, 例えば Bz

Bx
“

Bz

Br
cos θ ´

Bz

Bθ

sin θ

r
“

´

cos θ
B

Br
´

sin θ

r

B

Bθ

¯

z より,

B2z

Bx2
“

B

Bx

´

Bz

Bx

¯

“

´

cos θ
B

Br
´

sin θ

r

B

Bθ

¯́

cos θ
Bz

Br
´

sin θ

r

Bz

Bθ

¯

“ cos θ
B

Br

´

cos θ
Bz

Br
´

sin θ

r

Bz

Bθ

¯

´
sin θ

r

B

Bθ

´

cos θ
Bz

Br
´

sin θ

r

Bz

Bθ

¯

“ cos θ
´

cos θ
B2z

Br2
`

sin θ

r2
Bz

Bθ
´

sin θ

r

B2z

BrBθ

¯

´
sin θ

r

´

´ sin θ
Bz

Br
` cos θ

B2z

BrBθ
´

cos θ

r

Bz

Bθ
´

sin θ

r

B2z

Bθ2

¯

“ cos2 θ
B2z

Br2
´

2 cos θ sin θ

r

B2z

BrBθ
`

sin2 θ

r

Bz

Br
`

2 cos θ sin θ

r2
Bz

Bθ
`

sin2 θ

r2
B2z

Bθ2
.

5. n “ 2に対するMaclaurinの定理は,

fph, kq “

1
ÿ

j“0

1

j!

´

h
B

Bx
` k

B

By

¯j

f p0, 0q `
1

2!

´

h
B

Bx
` k

B

By

¯2

f pθh, θkq

“ fp0, 0q ` tfxp0, 0qh` fyp0, 0qku `
1

2
tfxxpθh, θkqh2 ` 2fxypθh, θkqhk ` fyypθh, θkqk2u

となる θ (0 ă θ ă 1) が存在することを主張する.

(1) fpx, yq “ ex´y のとき, fxpx, yq “ fxxpx, yq “ fyypx, yq “ ex´y, fypx, yq “ fxypx, yq “ ´ex´y である
から, fxp0, 0q “ fxxp0, 0q “ fyyp0, 0q “ 1, fyp0, 0q “ fxyp0, 0q “ ´1. よって,

eh´k “ 1 ` ph´ kq `
1

2
eθph´kqph2 ´ 2hk ` k2q “ 1 ` ph´ kq `

1

2
ph´ kq2eθph´kq.

(2) fpx, yq “ cospx ` 2yq のとき, fxpx, yq “ ´ sinpx ` 2yq, fypx, yq “ ´2 sinpx ` 2yq, fxxpx, yq “

´ cospx ` 2yq, fxypx, yq “ ´2 cospx ` 2yq, fyypx, yq “ ´4 cospx ` 2yq であるから, fp0, 0q “ 1,

fxp0, 0q “ fyp0, 0q “ 0, fxxp0, 0q “ ´1, fxyp0, 0q “ ´2, fyyp0, 0q “ ´4. よって,

cosph` 2kq “ 1 `
1

2
cospθph` 2kqqp´h2 ´ 4hk ´ 4k2q “ 1 ´

1

2
ph` 2kq2 cospθph` 2kqq.

【注意】以下のように 1変数関数のMaclaurinの定理を利用してもよい.

• et “ 1 ` t`
1

2
t2eθt に t “ x´ y を代入して, ex´y “ 1 ` px´ yq `

1

2
px´ yq2eθpx´yq.

• cos t “ 1 ´
1

2
t2 cospθtq に t “ x` 2y を代入して, cospx` 2yq “ 1 ´

1

2
px` 2yq2 cospθpx` 2yqq.

6. (1) fpx, yq “ ex`y のとき, f 1px, yq “ pex`y, ex`yq より fxp0, 0q “ p1, 1q ‰ p0, 0q. よって, p0, 0qは fpx, yq

の停留点でないので, p0, 0qで極値をとらない.

(2) fpx, yq “ x2 ` y2 ` y3 のとき, f 1px, yq “ p2x, 2y ` 3y2q, f2px, yq “

„

2 0
0 2 ` 6y

ȷ

. よって, f 1p0, 0q “

p0, 0q, f2p0, 0q “

„

2 0
0 2

ȷ

であるから, 明らかに fpx, yqは p0, 0qで極小.

(3) fpx, yq “ x2 `xy` y2 のとき, f 1px, yq “ p2x` y, x` 2yq, f2px, yq “

„

2 1
1 2

ȷ

. よって, f 1p0, 0q “ p0, 0q,

f2p0, 0q “

„

2 1
1 2

ȷ

. p0, 0q は fpx, yq の停留点で, det f2p0, 0q “ 3 ą 0, fxxp0, 0q “ 2 ą 0 であるから,

p0, 0qで極小.

(4) fpx, yq “ x4 ` y4 ´ x2 ` 2xy ´ y2 のとき,

f 1px, yq “ p4x3 ´ 2x` 2y, 4y3 ` 2x´ 2yq, f2px, yq “

„

12x2 ´ 2 2
2 12y2 ´ 2

ȷ

.

よって, f 1p1,´1q “ p0, 0q, f2p1,´1q “

„

10 2
2 10

ȷ

. p1,´1qは fpx, yqの停留点で, det f2p1,´1q “ 96 ą

0, fxxp1,´1q “ 10 ą 0 であるから, p0, 0qで極小.

【注意】上では f 1 “ pfx, fyq, f2px, yq “

„

fxx fxy
fxy fyy

ȷ

を用いて極値の判定を行った. もちろん教科書の記法を

用いて議論してもよい.
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7. (1) fpx, yq “ x2 ` xy ` 2y2 ´ 4y のとき, f 1px, yq “ p2x` y, x ` 4y ´ 4q, f2px, yq “

„

2 1
1 4

ȷ

. fpx, yqの停

留点は 2x` y “ x` 4y ´ 4 “ 0 を解くことにより
`

´
4

7
,
8

7

˘

. ここで, f2
`

´
4

7
,
8

7

˘

“

„

2 1
1 4

ȷ

の行列式と

p1, 1q成分はともに正であるから, fpx, yq は点
`

´
4

7
,
8

7

˘

で極小値 f
`

´
4

7
,
8

7

˘

“ ´
16

7
をとる.

(2) fpx, yq “ x3 ` 2xy ´ x ´ 2y のとき, f 1px, yq “ p3x2 ` 2y ´ 1, 2px ´ 1qq, f2px, yq “

„

6x 2
2 0

ȷ

. fpx, yq

の停留点は 3x2 ` 2y´ 1 “ 2px´ 1q “ 0 を解くことにより p1,´1q. ここで, f2p1,´1q “

„

6 2
2 0

ȷ

である

から, det f2p1,´1q “ ´4 ă 0 となり, p1,´1q は fpx, yq の鞍点である (よって極値は存在しない).

(3) fpx, yq “ x3 ` y3 ` x2 ` 2xy ` y2 のとき, f 1px, yq “ p3x2 ` 2x ` 2y, 3y2 ` 2x ` 2yq, f2px, yq “
„

6x` 2 2
2 6y ` 2

ȷ

. fpx, yq の停留点は 3x2 ` 2x ` 2y “ 3y2 ` 2x ` 2y “ 0 を解くことにより p0, 0q,

`

´
4

3
,´

4

3

˘

. 点
`

´
4

3
,´

4

3

˘

においては, f2
`

´
4

3
,´

4

3

˘

“

„

´6 2
2 ´6

ȷ

の行列式が正, (1,1)成分が負となる

ので, 極大値 f
`

´
4

3
,´

4

3

˘

“
64

27
をとる. 次に, 点 p0, 0qにおいては, f2p0, 0q “

„

2 2
2 2

ȷ

の行列式が 0と

なるので, f2p0, 0qで極値の判定はできない. fpx,´xq “ 0 であるから, fpx, yqは p0, 0qで (狭義の)極値
はとらない.

(4) fpx, yq “ x4 ` y2 ` 2x2 ´ 4xy ` 1 のとき, f 1px, yq “ p4px3 ` x ´ yq, 2py ´ 2xqq, f2px, yq “
„

12x2 ` 4 ´4
´4 2

ȷ

. fpx, yqの停留点は x3 ` x ´ y “ y ´ 2x “ 0 を解くことにより p0, 0q, p˘1,˘2q. 点

p0, 0qにおいては, f2p0, 0q “

„

4 ´4
´4 2

ȷ

の行列式が負となるので, 極値はとらない (p0, 0qは鞍点). 次に,

点 p˘1,˘2qにおいては, f2p˘1,˘2q “

„

16 ´4
´4 2

ȷ

の行列式と p1, 1q成分がともに正となるので, 極小値

fp˘1,˘2q “ 0 をとる.

(5) fpx, yq “ x2 ´xy`y2 `2x´y`7 のとき, f 1px, yq “ p2x´y`2, ´x`2y´1q, f2px, yq “

„

2 ´1
´1 2

ȷ

.

fpx, yq の停留点は 2x ´ y ` 2 “ ´x ` 2y ´ 1 “ 0 を解くことにより p´1, 0q. 点 p´1, 0q においては,

f2p´1, 0q “

„

2 ´1
´1 2

ȷ

の行列式と p1, 1q 成分がともに正となるので, 極小値 fp´1, 0q “ 6 をとる.
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【問題 4.4】
1. 仮定から, fpx, yq “ 0上の各点で fx, fy の少なくとも一方は 0でない. fpx, yq “ 0上の点 pa, bqにおいて,

(i) fypa, bq ‰ 0 のとき, 陰関数定理により, 点 pa, bq の近傍で fpx, yq “ 0 は陰関数 y “ φpxq をもち,

φ1pxq “ ´
fxpx, φpxqq

fypx, φpxqq
が成り立つ. このとき, 点 pa, bqにおける fpx, yq “ 0 の接線は y “ φpxq の接線に

他ならないので, その方程式は y ´ b “ φ1paqpx ´ aq. これに φ1paq “ ´
fxpa, bq

fypa, bq
を代入して整理すれば,

接線の方程式 fxpa, bqpx´ aq ` fypa, bqpy ´ bq “ 0 を得る.

(ii) fxpa, bq ‰ 0 のとき, 陰関数定理により, 点 pa, bq の近傍で fpx, yq “ 0 は陰関数 x “ ψpyq をもち,

ψ1pyq “ ´
fypψpyq, yq

fxpψpyq, yq
が成り立つ. このとき, 点 pa, bqにおける fpx, yq “ 0 の接線は x “ ψpyq の接線に

他ならないので, その方程式は x ´ a “ ψ1pbqpy ´ bq. これに ψ1pbq “ ´
fypa, bq

fxpa, bq
を代入して整理すれば,

接線の方程式 fxpa, bqpx´ aq ` fypa, bqpy ´ bq “ 0 を得る.

2. (1) fpx, yq “ x3 ` 3xy` y5 ´ x` 1 とおく. fypx, yq “ 3x` 5y4 であり, fp2,´1q “ 0, fyp2,´1q “ 11 ‰ 0.

よって, fpx, yq “ 0 は点 p2,´1qの近傍で陰関数 y “ φpxq をもつ. ここで, x3 ` 3xy ` y5 ´ x ` 1 “ 0

(y “ φpxq)の両辺を xで微分すれば, 3x2 ` 3y ` p3x` 5y4qy1 ´ 1 “ 0. これより,

y1 “ ´
3x2 ` 3y ´ 1

3x` 5y4
, すなわち φ1pxq “ ´

3x2 ` 3φpxq ´ 1

3x` 5φpxq4
.

更に, φp2q “ ´1 を用いて, φ1p2q “ ´
11 ` 3φp2q

6 ` 5φp2q4
“ ´

8

11
.

(2) fpx, yq “ cosx ` 2y cosxy ` 2x cos y ´ π “ 0 とおく. fypx, yq “ 2pcosxy ´ xy sinxy ´ x sin yq で
あり, fpπ{2, 0q “ 0, fypπ{2, 0q “ 2 ‰ 0. よって, fpx, yq “ 0 は点 pπ{2, 0q の近傍で陰関数 y “

φpxq をもつ. ここで, cosx ` 2y cosxy ` 2x cos y ´ π “ 0 (y “ φpxq) の両辺を x で微分すれば,

´ sinx` 2y1 cosxy ´ 2ypy ` xy1q sinxy ` 2 cos y ´ 2xy1 sin y “ 0. これより,

y1 “
sinx` 2y2 sinxy ´ 2 cos y

2 cosxy ´ 2xy sinxy ´ 2x sin y
, すなわち φ1pxq “

sinx` 2φpxq2 sinpxφpxqq ´ 2 cosφpxq

2 cospxφpxqq ´ 2xφpxq sinpxφpxqq ´ 2x sinφpxq
.

更に, φpπ{2q “ 0 を用いて, φ1pπ{2q “ ´1{2.

3. (1) fpx, yq “ 3x2´xy3`2xy`y´xとおく. fypx, yq “ ´3xy2`2x`1であり, fp1, 2q “ 0, fyp1, 2q “ ´9 ‰

0. よって, fpx, yq “ 0は点 Pp1, 2qの近傍で陰関数 y “ φpxqをもつ. ここで, 3x2´xy3`2xy`y´x “ 0

(y “ φpxq) の両辺を x で微分して 6x ´ y3 ´ 3xy2y1 ` 2y ` 2xy1 ` y1 ´ 1 “ 0. これより, y1 “

6x´ y3 ` 2y ´ 1

3xy2 ´ 2x´ 1
. φp1q “ 2を用いて, φ1p1q “

1

9
. よって,点Pにおける接線の方程式は y´2 “

1

9
px´1q,

すなわち x´ 9y ` 17 “ 0. また, 法線の方程式は 9px´ 1q ` py ´ 2q “ 0, すなわち 9x` y ´ 11 “ 0.

(2) fpx, yq “ xe2y ´exy ` sinπxy`y とおく. fypx, yq “ 2xe2y ´xexy `πx cosπxy`1 であり, fp0, 1q “ 0,

fyp0, 1q “ 1 ‰ 0. よって, fpx, yq “ 0は点 Pp0, 1qの近傍で陰関数 y “ φpxqをもつ. ここで, xe2y ´exy `

sinπxy`y “ 0 (y “ φpxq)の両辺を xで微分して p1`2xy1qe2y´py`xy1qexy`πpy`xy1q cosπxy`y1 “ 0,

これより, y1 “ ´
e2y ´ yexy ` πy cosπxy

2xe2y ´ xexy ` πx cosπxy ` 1
. φp0q “ 1 を用いて, φ1p0q “ ´pe2 ´ 1 ` πq. よって, 点

Pにおける接線の方程式は y ´ 1 “ ´pe2 ´ 1 ` πqx, すなわち pe2 ´ 1 ` πqx` y ´ 1 “ 0. また, 法線の方
程式は x´ pe2 ´ 1 ` πqpy ´ 1q “ 0.

4. (1) fpx, yq “ x2 ´ 2xy3 ` y2 とおく. fypx, yq “ ´6xy2 ` 2y であり, fp1, 1q “ 0, fyp1, 1q “ ´4 ‰ 0. よっ
て, fpx, yq “ 0 は点 Pp1, 1qの近傍で陰関数 y “ φpxq をもつ. ここで, x2 ´ 2xy3 ` y2 “ 0 (y “ φpxq)

の両辺を x で微分して 2x ´ 2y3 ´ 6xy2y1 ` 2yy1 “ 0, 整理して x ´ y3 ´ p3xy2 ´ yqy1 “ 0. 再度, 両
辺を x で微分して 1 ´ 3y2y1 ´ p3y2 ` 6xyy1 ´ y1qy1 ´ p3xy2 ´ yqy2 “ 0. ここで, φp1q “ 1 を用いて,

´2φ1p1q “ 0, 1 ´ 3φ1p1q ´ p3 ` 5φ1p1qqφ1p1q ´ 2φ2p1q “ 0. 従って, φ1p1q “ 0, φ2p1q “ 1{2 を得る.
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(2) fpx, yq “ x3 ´ 3y3 ` 2x2y とおく. fypx, yq “ ´9y2 ` 2x2 であり, fp1, 1q “ 0, fyp1, 1q “ ´7 ‰ 0. よっ
て, fpx, yq “ 0 は点 Pp1, 1qの近傍で陰関数 y “ φpxq をもつ. ここで, x3 ´ 3y3 ` 2x2y “ 0 (y “ φpxq)

の両辺を xで微分すると 3x2 ´ 9y2y1 ` 4xy` 2x2y1 “ 0, 整理して 3x2 ` 4xy` p2x2 ´ 9y2qy1 “ 0. 再度,

両辺を xで微分して, p6x` 4y ` 4xy1q ` p4x´ 18yy1qy1 ` p2x2 ´ 9y2qy2 “ 0. ここで, φp1q “ 1 を用い
て, 7 ´ 7φ1p1q “ 0, p10 ` 4φ1p1qq ` p4 ´ 18φ1p1qqφ1p1q ´ 7φ2p1q “ 0. 従って, φ1p1q “ 1, φ2p1q “ 0.

5. (1) x2 ` xy` 2y2 “ 1 (y “ φpxq) の両辺を xで微分して 2x` y` xy1 ` 4yy1 “ 0, 整理して p2x` yq ` px`

4yqy1 “ 0. 再度, 両辺を xで微分して, p2 ` y1q ` p1 ` 4y1qy1 ` px` 4yqy2 “ 0. これから,

y1 “ ´
2x` y

x` 4y
, y2 “ ´

2 ` p2 ` 4y1qy1

x` 4y
.

φ1pxq “ 0 となる曲線上の点は,
!

x2 ` xy ` 2y2 “ 1
2x` y “ 0

を解くことにより, px, yq “
`

˘
1

?
7
,¯

2
?
7

˘

. 更に,

点
`

˘
1

?
7
,¯

2
?
7

˘

において φ2
`

˘
1

?
7

˘

“ ´
2

p˘ 1?
7

q ` 4p¯ 2?
7

q
“ ˘

2
?
7

ż 0. 従って, 陰関数 y “ φpxq

は点
` 1

?
7
,´

2
?
7

˘

で極小値 ´
2

?
7
をとり, 点

`

´
1

?
7
,

2
?
7

˘

で極大値 2
?
7
をとる.

(2) x2 ´ xy` y3 “ 7 (y “ φpxq) の両辺を xで微分して 2x´ y´ xy1 ` 3y2y1 “ 0, 整理して p2x´ yq ´ px´

3y2qy1 “ 0. 再度, 両辺を xで微分して, p2 ´ y1q ´ p1 ´ 6yy1qy1 ´ px´ 3y2qy2 “ 0. これから,

y1 “
2x´ y

x´ 3y2
, y2 “

2 ´ p2 ´ 6yy1qy1

x´ 3y2
.

φ1pxq “ 0 となる曲線上の点は,
!

x2 ´ xy ` y3 “ 7
2x´ y “ 0

を解くことにより, px, yq “ p1, 2q. (注: 第 2式を第

1式に代入すると px´1qp8x2`7x`7q “ 0を得る.) 更に,点 p1, 2qにおいて φ2p1q “
2

1 ´ 12
“ ´

2

11
ă 0.

従って, 陰関数 y “ φpxq は点 p1, 2qで極大値 2 をとる.

【注意】 fpx, yq “ 0 の陰関数 y “ φpxq は曲線 fpx, yq “ 0 上の各点の近傍で (存在するなら)一意に定まる
が, xの関数として一意に定まるわけではない (例えば x2 ` y2 ´ 1 “ 0 を考えよ). そのことを意識して, 上で
は「x “ aで極大値 bをとる」(間違えではない)ではなく「点 pa, bqで極大値 bをとる」という書き方にした.

6. 曲線 gpx, yq “ 0 上の点 pa, bq で g1pa, bq “ 0 を満たすものをこの曲線の特異点と呼ぶ. 点 pa, bq が条件
gpx, yq “ 0 の下での関数 fpx, yqの極値を与えるとき (f, g の微分可能性を仮定), pa, bqが gpx, yq “ 0 の特異
点でないならば, f 1pa, bq “ λ g1pa, bq を満たす λ P R が存在する (Lagrangeの未定乗数法).

(1) gpx, yq “ x2`y2´2とおけば, g1px, yq “ p2x, 2yq “ p0, 0qとなる点は p0, 0qだけであり, gp0, 0q “ ´2 ‰ 0

となるので gpx, yq “ 0 には特異点は存在しない. そこで, 条件 gpx, yq “ 0 の下での fpx, yq “ y ´ x の
極値を求めるために, F px, y, λq :“ fpx, yq ´ λgpx, yq “ y ´ x´ λpx2 ` y2 ´ 2q とおいて,

Fx “ ´1 ´ 2λx “ 0, Fy “ 1 ´ 2λy “ 0, ´Fλ “ x2 ` y2 ´ 2 “ 0

を解く (F の停留点を求めることに他ならない). 第 1式, 第 2式より, x “ ´
1

2λ
, y “

1

2λ
(λ ‰ 0). これ

らを第 3式に代入して 4λ2 “ 1 を得るので, px, y, λq “ p˘1,¯1,¯1{2q が解となる. よって, 極値を与え
る点の候補は p˘1,¯1qであり, fp˘1,¯1q “ ¯2. 条件 gpx, yq “ 0 は円周 (有界な連結集合)を表すので,

その上で fpx, yq は点 p1,´1qで (最小値かつ)極小値 ´2をとり, 点 p´1, 1qで (最大値かつ)極大値 2を
とる.

(2) gpx, yq “ x2 ` 2y2 ´ 1 とおけば, g1px, yq “ p2x, 4yq “ p0, 0q となる点は p0, 0q だけであり, gp0, 0q “

´1 ‰ 0となるので gpx, yq “ 0には特異点は存在しない. そこで, 条件 gpx, yq “ 0の下での fpx, yq “ xy

の極値を求めるために, F px, y, λq :“ fpx, yq ´ λgpx, yq “ xy ´ λpx2 ` 2y2 ´ 1q とおいて,

Fx “ y ´ 2λx “ 0, Fy “ x´ 4λy “ 0, ´Fλ “ x2 ` 2y2 ´ 1 “ 0

を解く. 第 1 式, 第 2 式より,

„

´2λ 1
1 ´4λ

ȷ„

x
y

ȷ

“

„

0
0

ȷ

. 点 p0, 0q は gpx, yq “ 0 上にないから, こ

の連立 1 次方程式は非自明解をもつ必要がある. 係数行列の行列式を計算して 8λ2 “ 1 を得るから,

12



λ “ ˘
1

2
?
2
. よって, y “ ˘

1
?
2
x となり, これを上の第 3 式に代入して, 2x2 “ 1. 従って, 求める解

は px, y, λq “

´

˘
1

?
2
,
1

2
,˘

1

2
?
2

¯

,
´

¯
1

?
2
,´

1

2
,˘

1

2
?
2

¯

. よって, 極値を与える点の候補は
´

˘
1

?
2
,
1

2

¯

,
´

¯
1

?
2
,´

1

2

¯

であり, f
´

˘
1

?
2
,
1

2

¯

“ ˘
1

2
?
2
, f

´

¯
1

?
2
,´

1

2

¯

“ ˘
1

2
?
2
. 条件 gpx, yq “ 0 は楕円の周

(有界な連結集合) を表すので, その上で fpx, yq は点
´

˘
1

?
2
,¯

1

2

¯

で (最小値かつ) 極小値 ´
1

2
?
2
をと

り, 点
´

˘
1

?
2
,˘

1

2

¯

で (最大値かつ)極大値 1

2
?
2
をとる.

7. (1) まず, fpx, yq “ x2 `xy`y2 のDの内部 : x2 `y2 ă 1 での極値を調べる. f 1px, yq “ p2x`y, x`2yq “

p0, 0q を解いて停留点は p0, 0q P D のみ. f2p0, 0q “

„

2 1
1 2

ȷ

の行列式および p1, 1q成分はともに正であ

るから, fpx, yq は点 p0, 0qで極小値 fp0, 0q “ 0 をとる.

　次に, D の周 BD : x2 ` y2 “ 1 上での極値を調べる. 曲線 x2 ` y2 “ 1 上には特異点がないので,

F px, y, λq “ x2 ` xy ` y2 ´ λpx2 ` y2 ´ 1q とおいて,

Fx “ 2x` y ´ 2λx “ 0, Fy “ x` 2y ´ 2λy “ 0, ´Fλ “ x2 ` y2 ´ 1 “ 0

を解く. 第 1式, 第 2式より,

„

2 ´ 2λ 1
1 2 ´ 2λ

ȷ„

x
y

ȷ

“

„

0
0

ȷ

. 点 p0, 0qは x2 ` y2 “ 1上にないから, こ

の連立 1 次方程式は非自明解をもつ必要がある. 係数行列の行列式を計算して 4pλ ´ 1q2 “ 1 を得るか
ら, λ “

1

2
,
3

2
. λ “

1

2
のときは y “ ´x となり, これを上の第 3 式に代入して, 2x2 “ 1. また, λ “

3

2
のときは y “ x となり, これを上の第 3 式に代入して, やはり 2x2 “ 1. よって, 求める方程式の解
は px, y, λq “

´

˘
1

?
2
,¯

1
?
2
,
1

2

¯

,
´

˘
1

?
2
,˘

1
?
2
,
3

2

˘

. ここで, 極値を与える点の候補は
´

˘
1

?
2
,¯

1
?
2

¯

,
´

˘
1

?
2
,˘

1
?
2

¯

であり, f
´

˘
1

?
2
,¯

1
?
2

¯

“
1

2
, f

´

˘
1

?
2
,˘

1
?
2

¯

“
3

2
. 条件 x2 ` y2 “ 1 は円周 (有

界な連結集合) を表すので, その上で fpx, yq は点
´

˘
1

?
2
,¯

1
?
2

¯

で (最小値かつ) 極小値 1

2
をとり, 点

´

˘
1

?
2
,˘

1
?
2

¯

で (最大値かつ)極大値 3

2
をとる.

　以上より, fpx, yqは D において, 点 p0, 0qで最小値 0 をとり, 点
´

˘
1

?
2
,˘

1
?
2

¯

で最大値 3

2
をとる.

(2) まず, fpx, yq “ x2`y2´x´y のDの内部 : x2`y2 ă 1での極値を調べる. f 1px, yq “ p2x´1, 2y´1q “

p0, 0q を解いて停留点は
` 1

2
,
1

2

˘

P D のみ. f2p0, 0q “

„

2 0
0 2

ȷ

の行列式および p1, 1q成分はともに正であ

るから, fpx, yq は点
` 1

2
,
1

2

˘

で極小値 f
` 1

2
,
1

2

˘

“ ´
1

2
をとる.

　次に, D の周 BD : x2 ` y2 “ 1 上での極値を調べる. 曲線 x2 ` y2 “ 1 上には特異点がないので,

F px, y, λq “ x2 ` y2 ´ x´ y ´ λpx2 ` y2 ´ 1q とおいて,

Fx “ 2x´ 1 ´ 2λx “ 0, Fy “ 2y ´ 1 ´ 2λy “ 0, ´Fλ “ x2 ` y2 ´ 1 “ 0

を解く. 第 1 式, 第 2 式より, x “ y “
1

2p1 ´ λq
(λ ‰ 1). これを第 3 式に代入して 2p1 ´ λq2 “ 1.

よって, 求める方程式の解は px, y, λq “

´

˘
1

?
2
,˘

1
?
2
, 1 ¯

1
?
2

¯

. ここで, 極値を与える点の候補は
´

˘
1

?
2
,˘

1
?
2

¯

であり, f
´

˘
1

?
2
,˘

1
?
2

¯

“ 1 ¯
?
2. 条件 x2 ` y2 “ 1 は円周 (有界な連結集合)を表す

ので, その上で fpx, yq は点
´

1
?
2
,

1
?
2

¯

で (最小値かつ)極小値 1 ´
?
2をとり, 点

´

´
1

?
2
,´

1
?
2

¯

で (最

大値かつ)極大値 1 `
?
2をとる.

　以上より, fpx, yqはDにおいて, 点
` 1

2
,
1

2

˘

で最小値 ´
1

2
をとり, 点

´

´
1

?
2
,´

1
?
2

¯

で最大値 1 `
?
2

をとる.
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【問題 5.1】

1. (1)

ż 2

0

dx

ż 2x

x2

xey dy “

ż 2

0

”

xey
ıy“2x

y“x2
dx “

ż 2

0

pxe2x ´ xex
2

q dx “

” 1

2
xe2x

ı2

0
´

1

2

ż 2

0

e2x dx´

” 1

2
ex

2
ı2

0

“ e4 ´
1

2

” 1

2
e2x

ı2

0
´

1

2
pe4 ´ 1q “

1

2
pe4 ` 1q ´

1

4
pe4 ´ 1q “

1

4
pe4 ` 3q.

(2)

ż 1

0

dy

ż π{2

0

y sinxy dx “

ż 1

0

”

´ cosxy
ıx“π{2

x“0
dy “

ż 1

0

´

1 ´ cos
πy

2

¯

dy “

”

y ´
2

π
sin

πy

2

ı1

0
“ 1 ´

2

π
.

2. (1)

ĳ

D

sinp2x` yq dxdy “

ż π{2

0

dx

ż π{2

0

sinp2x` yq dy “

ż π{2

0

”

´ cosp2x` yq

ıy“π{2

y“0
dx

“

ż π{2

0

psin 2x` cos 2xq dx “

” 1

2
p´ cos 2x` sin 2xq

ıπ{2

0
“

1

2
t1 ´ p´1qu “ 1.

(2)

ĳ

D

px2y ` y2q dxdy “

ż 2

1

dx

ż 3

2

px2y ` y2q dy “

ż 2

1

” 1

2
x2y2 `

1

3
y3

ıy“3

y“2
dx “

ż 2

1

´ 5

2
x2 `

19

3

¯

dx

“

” 5

6
x3 `

19

3
x
ı2

1
“

35

6
`

19

3
“

73

6
.

(3)

ĳ

D

x dxdy “

ż 1

0

dx

ż

?
1´x2

´
?
1´x2

x dy “

ż 1

0

2x
a

1 ´ x2 dx “

”

´
2

3
p1 ´ x2q3{2

ı1

0
“

2

3
.

(4)

ĳ

D

a

a2 ´ y2 dxdy “

ż a

´a

dy

ż

?
a2´y2

´
?

a2´y2

a

a2 ´ y2 dx “

ż a

´a

2pa2 ´ y2q dx “ 4
”

a2y ´
1

3
y3

ıa

0
“

8a3

3
.

(5)

ĳ

D

xy2 dxdy “

ż 1

0

dx

ż x

0

xy2 dy “

ż 1

0

” 1

3
xy3

ıy“x

y“0
dx “

ż 1

0

1

3
x4 dx “

” 1

15
x5

ı1

0
“

1

15
.

(6) D は 0 ď x ď 3{2, x ď y ď mint2x, 3 ´ xu と表される.
ĳ

D

p2x´ yq dxdy “

ż 1

0

dx

ż 2x

x

p2x´ yq dy `

ż 3{2

1

dx

ż 3´x

x

p2x´ yq dy

“

ż 1

0

”

2xy ´
1

2
y2

ıy“2x

y“x
dx`

ż 3{2

1

”

2xy ´
1

2
y2

ıy“3´x

y“x
dx

“

ż 1

0

1

2
x2 dx`

ż 3{2

1

´

2x´
3

2

¯

p3 ´ 2xq dx “

ż 1

0

1

2
x2 dx`

ż 3{2

1

!

´p2x´ 3q2 ´
3

2
p2x´ 3q

)

dx

“

” 1

6
x3

ı1

0
`

”

´
1

6
p2x´ 3q3 ´

3

8
p2x´ 3q2

ı3{2

1
“

1

6
´

1

6
`

3

8
“

3

8
.

(7)

¡

D

z dxdydz “

ĳ

0ďxď1
0ďyď1´x

dxdy

ż 1´x´y

0

z dz “

ĳ

0ďxď1
0ďyď1´x

1

2
p1 ´ x´ yq2 dxdy

“

ż 1

0

dx

ż 1´x

0

1

2
p1 ´ x´ yq2 dy “

ż 1

0

”

´
1

6
p1 ´ x´ yq3

ı1´x

0
dx

“

ż 1

0

1

6
p1 ´ xq3 dx “

”

´
1

24
p1 ´ xq4

ı1

0
“

1

24
.

(8)

¡

D

y dxdydz “

¡

xě0,yě0,zě0
x`2y`3zď6

y dxdydz “

ĳ

xě0,yě0
x`2yď6

dxdy

ż p6´x´2yq{3

0

y dz

“

ĳ

xě0,yě0
x`2yď6

1

3
p6 ´ x´ 2yqy dxdy “

ż 6

0

dx

ż p6´xq{2

0

! 1

3
p6 ´ xqy ´

2

3
y2
)

dy

“

ż 6

0

” 1

6
p6 ´ xqy2 ´

2

9
y3
ıy“p6´xq{2

y“0
dx “

ż 6

0

! 1

24
p6 ´ xq3 ´

1

36
p6 ´ xq3

)

dx

“

ż 6

0

1

72
p6 ´ xq3 dx “

”

´
1

288
p6 ´ xq4

ı6

0
“

9

2
.
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3. (1)

ż 1

´1

dx

ż 2
?
1´x2

0

fpx, yq dy “

ĳ

x2`y2{4ď1
yě0

fpx, yq dxdy “

ż 2

0

dy

ż

?
1´y2{4

´
?

1´y2{4

fpx, yq dx.

(2)

ż 1

´2

dx

ż ´x`2

x2

fpx, yq dy “

ĳ

´2ďxď1
x2ďyď´x`2

fpx, yq dxdy “

ż 1

0

dy

ż

?
y

´
?
y

fpx, yq dx`

ż 4

1

dy

ż 2´y

´
?
y

fpx, yq dx.

(3)

ż 4

0

dy

ż 2
?
y

y

fpx, yq dx “

ĳ

0ďxď4
x2{4ďyďx

fpx, yq dxdy “

ż 4

0

dx

ż x

x2{4

fpx, yq dy.

(4)

ż 4

0

dy

ż

?
y

y´2

fpx, yq dx

ĳ

0ďyď4
y´2ďxď

?
y

fpx, yq dxdy “

ż 0

´2

dx

ż x`2

0

fpx, yq dy `

ż 2

0

dx

ż x`2

x2

fpx, yq dy.

4. 教科書の定理 5.1.1, すなわち長方形領域 D で積分可能な関数 fpx, yq に対して,
ĳ

D

fpx, yq dxdy “ lim
|∆|Ñ0

ÿ

i,j

fpξij , ηijq∆xi∆yj

が成り立つことを用いて (1), (2), (3) を説明しよう. 但し, 講義での記法と同じく, pξij , ηijq は ∆ij の任意の
点であり, ∆xi :“ xi ´ xi´1, ∆yj :“ yj ´ yj´1 と書いた (よって ∆xi∆yj は ∆ij の面積を表す).

(1) fpx, yq, gpx, yq が D で積分可能であるとき, 重積分の定義と極限の性質により,
ĳ

D

fpx, yq dxdy ˘

ĳ

D

gpx, yq dxdy “ lim
|∆|Ñ0

ÿ

i,j

fpξij , ηijq∆xi∆yj ˘ lim
|∆|Ñ0

ÿ

i,j

gpξij , ηijq∆xi∆yj

“ lim
|∆|Ñ0

ˆ

ÿ

i,j

fpξij , ηijq∆xi∆yj ˘
ÿ

i,j

gpξij , ηijq∆xi∆yj

˙

“ lim
|∆|Ñ0

ÿ

i,j

tfpξij , ηijq ˘ gpξij , ηijqu∆xi∆yj . (有限和に対する分配法則を用いた)

これより, fpx, yq ˘ gpx, yq も D で積分可能であって,
ĳ

D

fpx, yq dxdy ˘

ĳ

D

gpx, yq dxdy “

ĳ

D

tfpx, yq ˘ gpx, yqu dxdy

が成り立つことが分かる.

(2) fpx, yq が D で積分可能で, c P Rが定数であるとき, 重積分の定義と極限の性質により,

c

ĳ

D

fpx, yq dxdy “ c lim
|∆|Ñ0

ÿ

i,j

fpξij , ηijq∆xi∆yj

“ lim
|∆|Ñ0

c
ÿ

i,j

fpξij , ηijq∆xi∆yj “ lim
|∆|Ñ0

ÿ

i,j

c fpξij , ηijq∆xi∆yj

これより, cfpx, yq も D で積分可能であって,

c

ĳ

D

fpx, yq dxdy “

ĳ

D

c fpx, yq dxdy

が成り立つことが分かる.

(3) fpx, yq が D で積分可能であるとき, まず有限和に対する三角不等式を用いて,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

i,j

fpξij , ηijq∆xi∆yj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

i,j

|fpξij , ηijq∆xi∆yj | “
ÿ

i,j

|fpξij , ηijq|∆xi∆yj

よって, 重積分の定義と極限の性質により,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

D

fpx, yq dxdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lim
|∆|Ñ0

ÿ

i,j

fpξij , ηijq∆xi∆yj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ lim
|∆|Ñ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

i,j

fpξij , ηijq∆xi∆yj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(R Q x ÞÑ |x| P R の連続性を用いた)

ď lim
|∆|Ñ0

ÿ

i,j

|fpξij , ηijq|∆xi∆yj “

ĳ

D

|fpx, yq| dxdy.
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【問題 5.2】
1. 平面の極座標変換

"

x “ r cos θ
y “ r sin θ

を用いて計算する (dxdy “ r drdθ であることに注意).

(1) D は a ď r ď 2a, 0 ď θ ď 2π に対応する. m P R のとき,
ĳ

D

dxdy

px2 ` y2qm
“

ĳ

aďrď2a
0ďθď2π

r drdθ

r2m
“

ˆ
ż 2a

a

dr

r2m´1

˙̂
ż 2π

0

dθ

˙

“ 2π

ż 2a

a

r1´2m dr であるから,

• m “ 1ならば,

ĳ

D

dxdy

x2 ` y2
“ 2π

ż 2a

a

dr

r
“ 2π

”

log r
ı2a

a
“ 2π log 2.

• m ‰ 1ならば,

ĳ

D

dxdy

px2 ` y2qm
“ 2π

” r2´2m

2 ´ 2m

ı2a

a
“

p22´2m ´ 1qπa2´2m

1 ´m
.

(2) D は 0 ď r ď 1, 0 ď θ ď 2π に対応する.

ĳ

D

a

1 ´ x2 ´ y2 dxdy “

ĳ

0ďrď1
0ďθď2π

a

1 ´ r2 r drdθ “

ˆ
ż 1

0

r
a

1 ´ r2 dr

˙̂
ż 2π

0

dθ

˙

“ 2π
”

´
p1 ´ r2q3{2

3

ı1

0
“

2π

3
.

(3) D は 0 ď r ď cos θ, ´
π

2
ď θ ď

π

2
に対応する.

ĳ

D

x dxdy “

ĳ

0ďrďcos θ
´π{2ďθďπ{2

pr cos θq r drdθ “

ż π{2

´π{2

dθ

ż cos θ

0

r2 cos θ dr “

ż π{2

´π{2

” r3

3
cos θ

ır“cos θ

r“0
dθ “

2

3

ż π{2

0

cos4 θ dθ “
2

3
¨
3

4

1

2

π

2
“
π

8
.

【注】一般に, 変数分離形の 2変数関数 fpxqgpyq を長方形領域 a ď x ď b, c ď y ď d で積分するとき,
ĳ

aďxďb
cďyďd

fpxqgpyq dxdy “

ˆ
ż b

a

fpxq dx

˙̂
ż d

c

gpyq dy

˙

が成り立つ. 累次積分を実行すればほとんど明らかな事実であるが, 公式として覚えておくと便利. 3重積
分でも同様な等式が成り立つ.

2. (1)

"

u “ x` y
v “ x´ y

とおけば,

"

x “ 1
2 pu` vq

y “ 1
2 pu´ vq

,
Bpx, yq

Bpu, vq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2

1
2

1
2 ´ 1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´
1

2
. (Jacobianの計算は, 逆写像定理

を用いて,
Bpx, yq

Bpu, vq
“

ˆ

Bpu, vq

Bpx, yq

˙´1

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

1 ´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1

“ ´
1

2
としてもよい.) また, Dは 0 ď u ď 2, 0 ď v ď 2

に対応する. よって,

ĳ

D

px ´ yqex`y dxdy “

ĳ

0ďuď2
0ďvď2

veu
ˇ

ˇ

ˇ
´
1

2

ˇ

ˇ

ˇ
dudv “

1

2

ˆ
ż 2

0

eu du

˙̂
ż 2

0

v dv

˙

“

1

2

”

eu
ı2

0

” v2

2

ı2

0
“ e2 ´ 1.

(2)

"

x “ ar cos θ
y “ br sin θ

とおけば,
Bpx, yq

Bpr, θq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a cos θ ´ar sin θ

b sin θ br cos θ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ abr. また, D は 0 ď r ď 1, 0 ď θ ď 2π

に対応する. よって,

ĳ

D

x2 dxdy “

ĳ

0ďrď1
0ďθď2π

par cos θq2 abr drdθ “ a3b

ˆ
ż 1

0

r3 dr

˙̂
ż 2π

0

cos2 θ dθ

˙

“

a3b ¨
1

4
¨ 4

ż π{2

0

cos2 θ dθ “ a3b ¨
1

2

π

2
“
πa3b

4
.

(3) x2 ` 2xy ` 2y2 “ px ` yq2 ` y2 に注目して, u “ x ` y, v “ y とおく. このとき, x “ u ´ v,

y “ v であるから,
Bpx, yq

Bpu, vq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´1

0 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1. また, D は u2 ` v2 ď 1 に対応する. よって, 更に極

座標変換を用いることにより,

ĳ

D

px ` yq4 dxdy “

ĳ

u2`v2ď1

u4 dudv “

ĳ

0ďrď1
0ďθď2π

pr cos θq4r drdθ “

ˆ
ż 1

0

r5 dr

˙̂
ż 2π

0

cos4 θ dθ

˙

“
1

6
¨ 4

ż π{2

0

cos4 θ dθ “
2

3
¨
3

4

1

2

π

2
“
π

8
.
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3. 空間の極座標 pr, θ, φq に対して,
Bpx, y, zq

Bpr, θ, φq
“ r2 sin θ であることに注意する. (aは正定数とする.)

(1) D は 0 ď r ď a, 0 ď θ ď
π

2
, 0 ď φ ď

π

2
に対応するから,

¡

D

x dxdydz “

¡

0ďrďa
0ďθďπ{2
0ďφďπ{2

r sin θ cosφ ¨

r2 sin θ drdθdφ “

ˆ
ż a

0

r3 dr

˙̂
ż π{2

0

sin2 θ dθ

˙̂
ż π{2

0

cosφdφ

˙

“
a4

4
¨
1

2

π

2
¨ 1 “

πa4

16
.

(2) D は 0 ď r ď a, 0 ď θ ď π, 0 ď φ ď 2π に対応するから,

¡

D

px2 ` y2 ` z2q dxdydz “

¡

0ďrďa
0ďθďπ
0ďφď2π

r2 ¨ r2 sin θ drdθdφ “

ˆ
ż a

0

r4 dr

˙̂
ż π

0

sin θ dθ

˙̂
ż 2π

0

dφ

˙

“
a5

5
¨ 2 ¨ 2π “

4πa5

5
.

4. 極座標 pr, θq を用いれば, D は 0 ď r ď fpθq, α ď θ ď β と表される. よって, 図形 D の面積は

SpDq “

ĳ

D

dxdy “

ĳ

0ďrďfpθq
αďθďβ

r drdθ “

ż β

α

dθ

ż fpθq

0

r dr “

ż β

α

” r2

2

ır“fpθq

r“0
dθ “

1

2

ż β

α

fpθq2 dθ.

この公式を用いて, 各図形の面積を計算する. 以下では, 各問の図形を D と表す.

(1) SpDq “
1

2

ż π

0

sin2 θ dθ “

ż π{2

0

sin2 θ dθ “
1

2

π

2
“
π

4
. (D は円 x2 ` y2 ď y に他ならない.)

(2) px2 ` y2q2 “ x2 ´ y2 を極座標 pr, θqを用いて表すと, pr2q2 “ pr cos θq2 ´ pr sin θq2 “ r2 cos 2θ. これを
整理して, r “

?
cos 2θ

`

´ π
4 ď θ ď π

4 ,
3π
4 ď θ ď 5π

4

˘

. 図形の x軸, y 軸に関する対称性に注意して,

SpDq “ 4 ¨
1

2

ż π{4

0

p
?
cos 2θ q2 dθ “ 2

ż π{4

0

cos 2θ dθ “ 2
” 1

2
sin 2θ

ıπ{4

0
“ 1.

(3) SpDq “
1

2

ż π

´π

tap1 ` cos θqu2 dθ “
a2

2

ż π

´π

´

2 cos2
θ

2

¯2

dθ
φ“θ{2

“
a2

2

ż π{2

´π{2

p2 cos2 φq2 2 dφ “

8a2
ż π{2

0

cos4 φdφ “ 8a2 ¨
3

4

1

2

π

2
“

3πa2

2
.

【注】次の積分は比較的よく現れるので覚えておくと便利 (前期の講義で説明した):

ż π{2

0

cosn θ dθ “

ż π{2

0

sinn θ dθ “

$

’

’

&

’

’

%

pn´ 1q!!

n!!

π

2
pn “ 0, 2, 4, . . . q,

pn´ 1q!!

n!!
pn “ 1, 3, 5, . . . q.

例えば,
ż π{2

0

cos6 θ dθ “
5

6

3

4

1

2

π

2
“

5π

32
,

ż π{2

0

sin7 θ dθ “
6

7

4

5

2

3
“

16

35
.
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【問題 5.3】
1. 以下では, 断らない限り, 曲線にはパラメータが増加する方向の向きが与えられるとする.

(1) p1, 1qから p´1, 3qへ向かうベクトルは p´2, 2q “ 2p´1, 1q であるから, C は
!

x “ ´t` 1
y “ t` 1

(0 ď t ď 2)

とパラメータ表示できる. よって,
ż

C

x2 dx` 2xy dy “

ż 2

0

´

x2
dx

dt
` 2xy

dy

dt

¯

dt “

ż 2

0

tp´t` 1q2p´1q ` 2p´t` 1qpt` 1qu dt

“

ż 2

0

p´3t2 ` 2t` 1q dt “

”

´t3 ` t2 ` t
ı2

0
“ ´2.

(2) C は
!

x “ t
y “ t2

(0 ď t ď 2) とパラメータ表示できる. よって,

ż

C

xy dx` ex
2

dy “

ż 2

0

´

xy
dx

dt
` ex

2 dy

dt

¯

dt “

ż 2

0

pt ¨ t2 ` et
2

¨ 2tq dt “

” t4

4
` et

2
ı2

0

“ 4 ` pe4 ´ 1q “ e4 ` 3.

(3)

ż

C

y2 dx` x2 dy “

ż π

0

´

y2
dx

dt
` x2

dy

dt

¯

dt “

ż π

0

tsin2 t ¨ p´ sin tq ` cos2 t ¨ cos tu dt

“ ´2

ż π{2

0

sin3 t dt “ ´2 ¨
2

3
“ ´

4

3
.

2. Greenの定理
ż

BD

P dx`Qdy “

ĳ

D

´

BQ

Bx
´

BP

By

¯

dxdy を用いて計算する.

(1)

ż

C

pex ` yq dx` py4 ` x3q dy “

ĳ

x2`x2ď1

!

B

Bx
py4 ` x3q ´

B

By
pex ` yq

)

dxdy

“

ĳ

x2`x2ď1

p3x2 ´ 1q dxdy “

ĳ

0ďrď1
0ďθď2π

p3r2 cos2 θ ´ 1qr drdθ

“

ˆ
ż 1

0

3r3 dr

˙̂
ż 2π

0

cos2 θ dθ

˙

´

ˆ
ż 1

0

r dr

˙̂
ż 2π

0

dθ

˙

“
3

4
¨ 4

ż π{2

0

cos2 θ dθ ´
1

2
¨ 2π

“ 3 ¨
1

2

π

2
´ π “ ´

π

4
.

(2)

ż

C

py3 ´ yq dx` p3y2x´ xq dy “

ĳ

x2`y2ď1

!

B

Bx
p3y2x´ xq ´

B

By
py3 ´ yq

)

dxdy

“

ĳ

x2`y2ď1

tp3y2 ´ 1q ´ p3y2 ´ 1qu dxdy “ 0.

3. まず, Greenの定理により,
ż

BD

x dy “

ĳ

D

B

Bx
x dxdy “

ĳ

D

dxdy,

ż

BD

y dx “

ĳ

D

´

´
B

By
y
¯

dxdy “ ´

ĳ

D

dxdy,

ż

BD

px dy ´ y dxq “

ĳ

D

!

B

Bx
x´

B

By
p´yq

)

dxdy “ 2

ĳ

D

dxdy.

よって,

SpDq “

ĳ

D

dxdy “

ż

BD

x dy “ ´

ż

BD

y dx “
1

2

ż

BD

px dy ´ y dxq.

これを用いて (1)から (3)の各図形 (Dと表す)の面積を計算する. どの線積分を用いても計算は可能であるが,

以下ではそれぞれの図形に対して計算効率がよさそうな線積分を選んで計算した.

(1) SpDq “

ż

BD

x dy “

ż 2π

0

x
dy

dθ
dθ “

ż 2π

0

a cos3 θ ¨ 3a sin2 θ cos θ dθ “ 3a2
ż 2π

0

cos4 θ sin2 θ dθ

“ 3a2 ¨ 4

ż π{2

0

pcos4 θ ´ cos6 θq dθ “ 12a2 ¨

´

1 ´
5

6

¯ 3

4

1

2

π

2
“

3πa2

8
.
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(2) BD は x “ ap1 ` cos θq cos θ, y “ ap1 ` cos θq sin θ (0 ď θ ď 2π) とパラメータ表示される. このとき,

x
dy

dθ
´ y

dx

dθ
“ ap1 ` cos θq cos θ ¨ tap1 ` cos θq sin θu1 ´ ap1 ` cos θq sin θ ¨ tap1 ` cos θq cos θu1

“ a2p1 ` cos θq
`

cos θ t´ sin2 θ ` p1 ` cos θq cos θu ´ sin θ t´ sin θ cos θ ´ p1 ` cos θq sin θu
˘

“ a2p1 ` cos θq2

であるから,

SpDq “
1

2

ż

BD

px dy ´ y dxq “
1

2

ż 2π

0

´

x
dy

dθ
´ y

dx

dθ

¯

dθ

“
1

2

ż 2π

0

a2p1 ` cos θq2 dθ (問題 5.2の 4 (3)と同じ形)

“
a2

2

ż 2π

0

´

2 cos2
θ

2

¯2

dθ
φ“θ{2

“ 2a2
ż π

0

cos4 φ ¨ 2 dφ “ 8a2
ż π{2

0

cos4 φdφ “
3πa2

2
.

(3) SpDq “ ´

ż

BD

y dx “ ´

ż 2π

0

y
dx

dθ
dθ “ ´

ż 2π

0

sin5 θ ¨ p´ sin θq dθ “ 4

ż π{2

0

sin6 θ dθ “ 4 ¨
5π

32
“

5π

8
.

4. D Ă R2 を単連結な (““穴のない”) 平面領域とし, D 内の任意の 2 点 A,B を固定する. D 上の C1 級関数
P px, yq, Qpx, yq が

Pypx, yq “ Qxpx, yq p‹q

を満たすとき, Aを始点, Bを終点とする D 内の勝手な 2本の単一曲線 C
p1q

AB, C
p2q

AB (区分的に滑らかであると
仮定)に対して,

ż

C
p1q
AB

P px, yq dx`Qpx, yq dy “

ż

C
p2q
AB

P px, yq dx`Qpx, yq dy p:q

が成り立つ (下で簡単な場合に証明する). 従って, この線積分は始点 Aと終点 Bだけで決まり, Aと Bを結ぶ
曲線の取り方に依らないので,

ż B

A

P px, yq dx`Qpx, yq dy

という表し方が意味をもつ. それでは, C
p1q

AB と C
p2q

AB が始点 A と終点 B 以外に共有点をもたない場合に, 条
件 p‹qの下で p:qが成り立つことを示そう. 説明のために, C

p1q

AB と ´C
p2q

AB (逆向き)をつなげてできる閉曲線
Γ :“ C

p1q

AB Y p´C
p2q

ABq で囲まれる領域を Ω とする. このとき, Γ と BΩ の向きが一致すると考えてよい (向き
が逆なら曲線の番号を入れ換えよ). ここで, Greenの定理により,

ż

C
p1q
ABYp´C

p2q
ABq

P dx`Qdy “

ż

BΩ

P dx`Qdy “

ĳ

Ω

pQx ´ Pyq dxdy “ 0.

従って,

0 “

ż

C
p1q
ABYp´C

p2q
ABq

P dx`Qdy “

ż

C
p1q
AB

P dx`Qdy ´

ż

C
p2q
AB

P dx`Qdy

となり, 確かに p:qが成り立つ.

5. 上の 4の条件 p‹qが満たされることを示せばよい.

(1) 関数 P px, yq :“ ex ` 2xy, Qpx, yq :“ e2y ` x2 は R2 上で C1 級であり, Py “ 2x “ Qx が成り立つ.

(2) fptq が R 上の C1 級関数であるとき, 2 変数関数 P px, yq :“ yfpxyq, Qpx, yq :“ xfpxyq は R2 上で C1

級であって, Py “ fpxyq ` xyf 1pxyq “ Qx が成り立つ.

6. 関数 P :“ ´
y

x2 ` y2
, Q :“

x

x2 ` y2
は R2 ztp0, 0qu で C1 級であることに注意する.
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• p0, 0q R D のとき : 関数 P,Q は D を含む領域 R2 ztp0, 0qu で C1 級となる. その領域で

Qx ´ Py “
B

Bx

´ x

x2 ` y2

¯

´
B

By

´

´
y

x2 ` y2

¯

“
px2 ` y2q ´ x ¨ 2x

px2 ` y2q2
`

px2 ` y2q ´ y ¨ 2y

px2 ` y2q2

“
y2 ´ x2

px2 ` y2q2
`

x2 ´ y2

px2 ` y2q2
“ 0

であるから, Greenの定理により,
ż

BD

´y dx` x dy

x2 ` y2
“

ż

BD

P dx`Qdy “

ĳ

D

pQx ´ Pyq dxdy “ 0.

• p0, 0q P D のとき : ε ą 0を十分小さくとれば, Cε :“ tpx, yq | x2 ` y2 “ ε2u Ă D が成り立つ. このとき,

Dε :“ tpx, yq P D | x2 ` y2 ą ε2u とおけば, BDε “ BD Y p´Cεq (Cε は反時計回りの向きをもち, ´Cε

は時計回りの向きをもつとする). 関数 P,Q は Dε を含む領域 R2 ztp0, 0qu で C1 級となるので, Green

の定理により,
ż

BDε

´y dx` x dy

x2 ` y2
“

ż

BDε

P dx`Qdy “

ĳ

Dε

pQx ´ Pyq dxdy “ 0.

ここで,
ż

BDε

P dx`Qdy “

ż

BDYp´Cεq

P dx`Qdy “

ż

BD

P dx`Qdy ´

ż

Cε

P dx`Qdy

であるから,
ż

BD

P dx`Qdy “

ż

Cε

P dx`Qdy “

ż

Cε

´y dx` x dy

x2 ` y2
.

右辺の Cε を x “ ε cos θ, y “ ε sin θ (0 ď θ ď 2π) とパラメータ表示し,
ż

BD

´y dx` x dy

x2 ` y2
“

ż 2π

0

´ε sin θ tε cos θu1 ` ε cos θ tε sin θu1

ε2
dθ “

ż 2π

0

dθ “ 2π.
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【問題 5.4】
1. 各図形の体積を V で表す.

(1) まず, u “
x

a
, v “

y

b
, w “

z

c
とおけば, x “ au, y “ bv, z “ cw であるから,

Bpx, y, zq

Bpu, v, wq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a 0 0
0 b 0
0 0 c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

abc. よって,

V “

¡

px{aq2`py{bq2`pz{cq2ď1

dxdydz “

¡

u2`v2`w2ď1

abc dudvdw “ abc

¡

u2`v2`w2ď1

dudvdw.

ここで,

¡

u2`v2`w2ď1

dudvdw は半径 1の球の体積を表すので, V “ abc ¨
4π

3
“

4πabc

3
.

(2) まず, x “ u3, y “ v3, z “ w3 とおけば,
Bpx, y, zq

Bpu, v, wq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3u2 0 0
0 3v2 0
0 0 3w2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 27u2v2w2. この変数変換を

行った後, 空間の極座標変換を用いることにより,

V “

¡

x2{3`y2{3`z2{3ďa2{3
dxdydz “

¡

u2`v2`w2ďb2
27u2v2w2 dudvdw pb :“ a1{3q

“ 27

¡

0ďrďb
0ďθďπ
0ďφď2π

pr sin θ cosφq2pr sin θ sinφq2pr cos θq2 r2 sin θ drdθ dφ

“ 27

ˆ
ż b

0

r8 dr

˙ˆ
ż π

0

cos2 θ sin5 θ dθ

˙ˆ
ż 2π

0

cos2 φ sin2 φdφ

˙

“ 27 ¨
b9

9

ˆ

2

ż π{2

0

psin5 θ ´ sin7 θq dθ

˙ˆ

4

ż π{4

0

psin2 φ´ sin4 φq dφ

˙

“ 24a3 ¨

´

1 ´
6

7

¯ 4

5

2

3
¨

´

1 ´
3

4

¯ 1

2

π

2
“

4πa3

35
.

(3) 曲面 z “ x2 ` y2 と平面 z “ 2x との交線の方程式は z “ x2 ` y2 “ 2x. よって, 考えている図形は
x2 ` y2 ď z ď 2x, x2 ` y2 ď 2x pô px´ 1q2 ` y2 ď 1q と表されるので, 体積は

V “

¡

x2`y2ďzď2x
x2`y2ď2x

dxdydz “

ĳ

x2`y2ď2x

dxdy

ż 2x

x2`y2

dz

“

ĳ

x2`y2ď2x

t2x´ px2 ` y2qu dxdy “

ĳ

px´1q2`y2ď1

t1 ´ px´ 1q2 ´ y2u dxdy.

ここで, 点 p1, 0q を中心とする極座標 pr, θq を用いれば, x ´ 1 “ r cos θ, y “ r sin θ であり, px, yq の
pr, θqに関する Jacobianは (通常の極座標変換の場合と同じく) r となるから,

V “

ĳ

0ďrď1
0ďθď2π

p1 ´ r2q r drdθ “

ˆ
ż 1

0

pr ´ r3q dr

˙ˆ
ż 2π

0

dθ

˙

“

´ 1

2
´

1

4

¯

¨ 2π “
π

2
.

【別法】原点 p0, 0q を中心とする (通常の) 極座標 pr, θq を用いて計算することもできる. 実際, このとき,

x2 ` y2 ď 2x は ´π{2 ď θ ď π{2, 0 ď r ď 2 cos θ と表されるから,

V “

ĳ

x2`y2ď2x

t2x´ px2 ` y2qu dxdy “

ĳ

´π{2ďθďπ{2
0ďrď2 cos θ

p2r cos θ ´ r2q r drdθ

“

ż π{2

´π{2

” 2r3

3
cos θ ´

r4

4

ı2 cos θ

0
dθ “

ż π{2

´π{2

4

3
cos4 θ dθ “

8

3
¨
3

4

1

2

π

2
“
π

2
.

(4) u “ x` y, v “ y ` z, w “ z ` x とおけば, x` y ` z “ 1
2 pu` v ` wq となることに注意して,

x “
u´ v ` w

2
, y “

u` v ´ w

2
, z “

´u` v ` w

2
,

Bpx, y, zq

Bpu, v, wq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2 ´ 1

2
1
2

1
2

1
2 ´ 1

2

´ 1
2

1
2

1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2
.
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よって, 求める体積は

V “

¡

0ďx`yď1
0ďy`zď1
0ďz`xď1

dxdydz “

¡

0ďuď1
0ďvď1
0ďwď1

1

2
dudvdw “

1

2
.

【注】逆写像定理によれば, px, y, zq の pu, v, wq に関する Jacobi 行列と pu, v, wq の px, y, zq に関する
Jacobi 行列とは互いに逆行列の関係にあるから, それぞれの Jacobian は互いに逆数の関係にある. よっ

て, x, y, z を u, v, w の式で表さなくても,
Bpu, v, wq

Bpx, y, zq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 0
0 1 1
1 0 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 2 から直接 Bpu, v, wq

Bpx, y, zq
“

1

2
が得ら

れる.

(5) 曲面 px2 ` y2 ` z2q2 “ z を空間の極座標 pr, θ, φq を用いて表すと, pr2q2 “ r cos θ, すなわち r “
3
?
cos θ

(0 ď θ ď π{2) となる. よって, 考えている図形は

0 ď r ď
3
?
cos θ, 0 ď θ ď

π

2
, 0 ď φ ď 2π

で与えられるので, その体積は

V “

¡

px2`y2`z2q2ďz

dxdydz “

¡

0ďrď
3?
cos θ

0ďθďπ{2
0ďφď2π

r2 sin θ drdθdφ

“

ˆ
ĳ

0ďrď
3?
cos θ

0ďθďπ{2

r2 sin θ drdθ

˙̂
ż 2π

0

dφ

˙

“ 2π

ż π{2

0

dθ

ż

3?
cos θ

0

r2 sin θ dr

“ 2π

ż π{2

0

” r3

3
sin θ

ır“
3?
cos θ

r“0
dθ “

2π

3

ż π{2

0

cos θ sin θ dθ “
2π

3

” 1

2
sin2 θ

ıπ{2

0
“
π

3
.

2. 考えている図形 V は a ď x ď b, y2 ` z2 ď fpxq2 で与えられるから,

vpV q “

¡

aďxďb
y2`z2ďfpxq2

dxdydz “

ż b

a

dx

ĳ

y2`z2ďfpxq2
dydz.

ここで, yz 平面での極座標 pr, θq を用いれば,
ĳ

y2`z2ďfpxq2
dydz “

ĳ

0ďrď|fpxq|
0ďθď2π

r drdθ “

ˆ
ż |fpxq|

0

r dr

˙ˆ
ż 2π

0

dθ

˙

“
|fpxq|2

2
¨ 2π “ πfpxq2.

よって,

vpV q “

ż b

a

πfpxq2 dx “ π

ż b

a

fpxq2 dx.

3. 各図形を V で表す. (1), (2)については前問の結果を用いて V の体積 vpV q を計算する.

(1) vpV q “ π

ż π

0

sin2 x dx “ 2π

ż π{2

0

sin2 x dx “ 2π ¨
1

2

π

2
“
π2

2
.

(2) x2 ` py ´ bq2 ď a2 は, b´
?
a2 ´ x2 ď y ď b`

?
a2 ´ x2 (´a ď x ď a) と表されるから,

vpV q “ π

ż a

´a

pb`
a

a2 ´ x2 q2 dx´ π

ż a

´a

pb´
a

a2 ´ x2 q2 dx

“ π

ż a

´a

␣

pb`
a

a2 ´ x2 q2 ´ pb´
a

a2 ´ x2 q2
(

dx “ π

ż a

´a

2b ¨ 2
a

a2 ´ x2 dx

“ 4πb

ż a

´a

a

a2 ´ x2 dx “ 4πb ¨
πa2

2
“ 2π2a2b.

(3) z “ a (0 ď a ď 1) での切り口 (内側)を Dpaq で表せば,

vpV q “

¡

V

dxdydz “

¡

px,yqPDpzq
0ďzď1

dxdydz “

ż 1

0

dz

ĳ

Dpzq

dxdy
loooooomoooooon

Dpzq の面積

.
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ここで, 切り口 Dpzq (0 ď z ď 1)上で極座標 pr, θqを用いれば,
ĳ

Dpzq

dxdy “

ĳ

0ďrďzp1`cos θq
´πďθďπ

r drdθ “

ż π

´π

dθ

ż zp1`cos θq

0

r dr “

ż π

´π

z2p1 ` cos θq2

2
dθ

“ z2
ż π

0

p1 ` cos θq2 dθ “ z2
ż π

0

´

2 cos2
θ

2

¯2

dθ
φ“θ{2

“ z2
ż π{2

0

p2 cos2 φq2 2 dφ

“ 8z2
ż π{2

0

cos4 φdφ “ 8z2 ¨
3

4

1

2

π

2
“

3πz2

2
.

よって, vpV q “

ż 1

0

3πz2

2
“
π

2
.

4. 平面の有界な閉領域 D で定義された C1 級関数 z “ fpx, yq (px, yq P D) のグラフの面積 S は

S “

ĳ

D

a

fxpx, yq2 ` fypx, yq2 ` 1 dxdy

で与えられる (定理 5.4.2). この事実を用いて面積を計算しよう.

(1) 円柱 y2 ` z2 “ a2 (ô z “ ˘
a

a2 ´ y2 ) の円柱 x2 ` y2 “ a2 の内部にある部分は, 2つの関数

z “ ˘
a

a2 ´ y2 px2 ` y2 ď a2q

のグラフと見ることができ, その 2枚のグラフは明らかに等面積である. z “
a

a2 ´ y2 のとき,

b

zx2 ` zy2 ` 1 “

d

02 `

´

´
y

a

a2 ´ y2

¯2

` 1 “
a

a

a2 ´ y2

であるから, 求める面積 S は

S “ 2

ĳ

x2`y2ďa2

b

zx2 ` zy2 ` 1 dxdy “ 2a

ĳ

x2`y2ďa2

dxdy
a

a2 ´ y2

“ 2a

ż a

´a

dy

ż

?
a2´y2

´
?

a2´y2

dx
a

a2 ´ y2
“ 2a

ż a

´a

2
a

a2 ´ y2 ¨
1

a

a2 ´ y2
dy “ 2a ¨ 4a “ 8a2.

(2) 円柱 y2 ` z2 “ a2 上の点 px, y, zqが球 x2 ` y2 ` z2 “ 2a2 の内部にある条件は,

x2 ` py2 ` z2q “ x2 ` a2 ď 2a2, すなわち ´ a ď x ď a.

よって, 考えている図形は 2つの関数
z “ ˘

a

a2 ´ y2 p´a ď x ď a, ´a ď y ď aq

のグラフである (´a ď y ď aは根号の中が非負であるための条件). z “
a

a2 ´ y2 に対して, (1)と同じ
く

a

zx2 ` zy2 ` 1 “
a

a

a2 ´ y2
となるから, 求める面積 S は

S “ 2

ĳ

´aďxďa
´aďyďa

b

zx2 ` zy2 ` 1 dxdy “ 2

ĳ

´aďxďa
´aďyďa

a
a

a2 ´ y2
dxdy

“ 2a

ˆ
ż a

´a

dx

˙ˆ
ż a

´a

dy
a

a2 ´ y2

˙

“ 2a ¨ 2a
”

Sin´1 y

a

ıa

´a
“ 4πa2. (教科書の解答は誤り?)

(3) 曲面 z “ x2 ` y2 の平面 z “ a より下の部分は
z “ x2 ` y2 px2 ` y2 ď aq

と表される. z “ x2 ` y2 に対して,
b

zx2 ` zy2 ` 1 “
a

p2xq2 ` p2yq2 ` 1 “
a

4px2 ` y2q ` 1
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であるから, 求める面積 S は

S “

ĳ

x2`y2ďa

b

zx2 ` zy2 ` 1 dxdy “

ĳ

x2`y2ďa

a

4px2 ` y2q ` 1 dxdy

“

ĳ

0ďrď
?
a

0ďθď2π

a

4r2 ` 1 r drdθ “

ˆ
ż

?
a

0

r
a

4r2 ` 1 dr

˙ˆ
ż 2π

0

dθ

˙

“ 2π
” 1

12
p4r2 ` 1q3{2

ı

?
a

0
“
πtp4a` 1q3{2 ´ 1u

6
.

(4) 曲面 z “ xy の円柱 x2 ` y2 “ a2 の内部にある部分は,

z “ xy px2 ` y2 ď a2q

と表される. z “ xy に対して,
a

zx2 ` zy2 ` 1 “
a

x2 ` y2 ` 1 であるから, 求める面積 S は

S “

ĳ

x2`y2ďa2

b

zx2 ` zy2 ` 1 dxdy “

ĳ

x2`y2ďa2

a

x2 ` y2 ` 1 dxdy

“

ĳ

0ďrďa
0ďθď2π

a

r2 ` 1 r drdθ “

ˆ
ż a

0

r
a

r2 ` 1 dr

˙ˆ
ż 2π

0

dθ

˙

“ 2π
” 1

3
pr2 ` 1q3{2

ıa

0
“

2πtpa2 ` 1q3{2 ´ 1u

3
.

(5) 球面 x2 ` y2 ` z2 “ 4 (ô z “ ˘
a

4 ´ x2 ´ y2 ) と回転放物面 x2 ` y2 “ 2z ` 1 の交線は
x2 ` y2 “ 4 ´ z2 “ 2z ` 1, すなわち z “ 1, x2 ` y2 “ 3

で与えられる. よって, 球面の回転放物面より上の部分は
z “

a

4 ´ x2 ´ y2 px2 ` y2 ď 3q

と表される. z “
a

4 ´ x2 ´ y2 に対して
b

zx2 ` zy2 ` 1 “

d

´

´x
a

4 ´ x2 ´ y2

¯2

`

´

´y
a

4 ´ x2 ´ y2

¯2

` 1 “
2

a

4 ´ x2 ´ y2

であるから, 求める面積 S は

S “

ĳ

x2`y2ď3

b

zx2 ` zy2 ` 1 dxdy “

ĳ

x2`y2ď3

2 dxdy
a

4 ´ x2 ´ y2
“

ĳ

0ďrď
?
3

0ďθď2π

2r drdθ
?
4 ´ r2

“

ˆ
ż

?
3

0

2r
?
4 ´ r2

˙ˆ
ż 2π

0

dθ

˙

“ 2π
”

´2
a

4 ´ r2
ı

?
3

0
“ 4π.

5. 定理 5.4.3の公式 S “ 2π

ż b

a

|fpxq|
a

1 ` f 1pxq2 dx を用いて面積を計算する.

(1) S “ 2π

ż 2π

0

|sinx|
a

1 ` cos2 x dx “ 8π

ż π{2

0

sinx
a

1 ` cos2 x dx
u“cos x

“ 8π

ż 0

1

p´
a

1 ` u2 q du

“ 8π

ż 1

0

a

u2 ` 1 du “ 8π
” 1

2

␣

u
a

u2 ` 1 ` logpu`
a

u2 ` 1 q
(

ı1

0
“ 4π

␣
?
2 ` logp1 `

?
2 q
(

.

(2) y “
a

2
pex{a ` e´x{aq “ a cosh

x

a
であるから, 1 ` sinh2

x

a
“ cosh2

x

a
“

1

2

´

1 ` cosh
2x

a

¯

に注意して,

S “ 2π

ż a

´a

a cosh
x

a

c

1 ` sinh2
x

a
dx “ 2πa

ż a

´a

cosh2
x

a
dx “ 2πa

ż a

0

´

1 ` cosh
2x

a

¯

dx

“ 2πa
”

x`
a

2
sinh

2x

a

ıa

0
“ 2πa

´

a`
a

2
sinh 2

¯

“ πa2psinh 2 ` 2q.

勿論,
πa2

2
pe2 ´ e´2 ` 4q と表してもよい.

(3) y “ pa2{3 ´ x2{3q3{2 (´a ď x ď a) を x軸のまわりに回転した図形を考えればよい. このとき,

1 `

´ dy

dx

¯2

“ 1 `

! 3

2
pa2{3 ´ x2{3q1{2

´

´
2

3
x´1{3

¯)2

“ 1 ` pa2{3 ´ x2{3qx´2{3 “ a2{3x´2{3
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であるから, 求める曲面積は

S “ 2π

ż a

´a

pa2{3 ´ x2{3q3{2
a

a2{3x´2{3 dx “ 4πa1{3

ż a

0

pa2{3 ´ x2{3q3{2x´1{3 dx

u“x2{3
“ 4πa1{3

ż a2{3

0

pa2{3 ´ uq3{2 3

2
du “ 6πa1{3

”

´
2

5
pa2{3 ´ uq5{2

ıa2{3

0
“

12πa2

5
.

(4) 2本の曲線 y “ b˘
?
a2 ´ x2 (´a ď x ď a) を x軸のまわりに回転した図形を考えればよい. このとき,

1 `

´ dy

dx

¯2

“ 1 `

´

¯x
?
a2 ´ x2

¯2

“ 1 `
x2

a2 ´ x2
“

a2

a2 ´ x2

であるから, 求める曲面積は

S “ 2π

ż a

´a

pb`
a

a2 ´ x2 q
a

?
a2 ´ x2

dx` 2π

ż a

´a

pb´
a

a2 ´ x2 q
a

?
a2 ´ x2

dx

“ 4πab

ż a

´a

dx
?
a2 ´ x2

“ 4πab
”

Sin´1 x

a

ıa

´a
“ 4π2ab.
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【問題 5.5】

1.

ż π{2

0

sinα θ cosβ θ dθ “
1

2
B
´ α ` 1

2
,
β ` 1

2

¯

(α, β ą ´1) を用いて計算する.

(1)

ż π{2

0

sin4 θ cos6 θ dθ “
1

2
B
´ 5

2
,
7

2

¯

“
Γ p 5

2 qΓ p 7
2 q

2 Γ p6q
“

3
2

1
2 Γ p 1

2 q ¨ 5
2

3
2

1
2 Γ p 1

2 q

2 ¨ 5!
“

3π

512
.

(2)

ż π{2

0

sin5 θ cos7 θ dθ “
1

2
Bp3, 4q “

Γ p3qΓ p4q

2 Γ p7q
“

2! ¨ 3!

2 ¨ 6!
“

1

120
.

(3)

ż π{2

0

sin5 θ cos6 θ dθ “
1

2
B
´

3,
7

2

¯

“
Γ p3qΓ p 7

2 q

2 ¨ Γ p 13
2 q

“
2 Γ p 7

2 q

2 ¨ 11
2

9
2

7
2 Γ p 7

2 q
“

8

693
.

(4)

ż π

0

sin4 θ cos4 θ dθ “ 2

ż π{2

0

sin4 θ cos4 θ dθ “ B
´ 5

2
,
5

2

¯

“
Γ p 5

2 q2

Γ p5q
“

t 3
2

1
2 Γ p 1

2 qu2

4!
“

3π

128
.

2. (1)

ż 1

0

x
?
1 ´ x4

dx
u“x4

“

ż 1

0

u1{4p1 ´ uq´1{2 ¨
1

4
u´3{4 du “

1

4

ż 1

0

u´1{2p1 ´ uq´1{2 du “
1

4
B
´ 1

2
,
1

2

¯

“
Γ p 1

2 q2

4 Γ p1q
“
π

4
.

(2)

ż 2

0

x
?
2 ´ x

dx
u“x{2

“

ż 1

0

2u
?
2 ´ 2u

2 du “ 2
?
2

ż 1

0

up1 ´ uq´1{2 du “ 2
?
2B

´

2,
1

2

¯

“ 2
?
2
Γ p2qΓ p 1

2 q

Γ p 5
2 q

“ 2
?
2

Γ p 1
2 q

3
2

1
2 Γ p 1

2 q
“

8
?
2

3
.

(3)

ż 1

0

x5
?
1 ´ x4

dx
u“x4

“

ż 1

0

u5{4p1 ´ uq´1{2 ¨
1

4
u´3{4 du “

1

4

ż 1

0

u1{2p1 ´ uq´1{2 du “
1

4
B
´ 3

2
,
1

2

¯

“
Γ p 3

2 qΓ p 1
2 q

4 Γ p2q
“

1
2 Γ p 1

2 q2

4
“
π

8
.

(4)

ż 8

0

e´x2

x7 dx
u“x2

“

ż 8

0

e´uu7{2 1

2
u´1{2 du “

1

2

ż 8

0

e´uu3 du “
1

2
Γ p4q “

3!

2
“ 3.

(5)

ż 1

´1

p1 ´ x2q5 dx
u“px`1q{2

“

ż 1

0

t12 ´ p2u´ 1q2u5 2 du “ 2

ż 1

0

tp2uqp2 ´ 2uqu5 du

“ 211
ż 1

0

u5p1 ´ uq5 du “ 211Bp6, 6q “ 211
Γ p6q2

Γ p12q
“

211p5!q2

11!
“

512

693
.

(6)

ż 8

0

e´
?
xx3 dx

u“
?
x

“

ż 8

0

e´uu6 ¨ 2u du “ 2

ż 8

0

e´uu7 du “ 2Γ p8q “ 2 ¨ 7! “ 10080.

3. (1) u “ x5 (x ą 0) とおけば, x “ u1{5 より dx “ p1{5qu´4{5 du. よって,
ż 1

0

dx
?
1 ´ x5

“

ż 1

0

p1{5qu´4{5 du
?
1 ´ u

“
1

5

ż 1

0

u´4{5p1 ´ uq´1{2 du “
1

5
B
´ 1

5
,
1

2

¯

“
Γ p 1

5 qΓ p 1
2 q

5 Γ p 7
10 q

.

(2) u “ xb (x ą 0) とおけば, x “ u1{b より dx “ p1{bqu1{b´1 du. よって,
ż 1

0

xa´1p1 ´ xbq3 dx “

ż 1

0

upa´1q{bp1 ´ uq3 ¨
1

b
u1{b´1 du “

1

b

ż 1

0

ua{b´1p1 ´ uq3 du “
1

b
B
´ a

b
, 4
¯

“
1

b

Γ p a
b qΓ p4q

Γ p a
b ` 4q

“
6

b

Γ p a
b q

p a
b ` 3qp a

b ` 2qp a
b ` 1q a

b Γ p a
b q

“
6b3

apa` bqpa` 2bqpa` 3bq
.
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(3) u “ logp1{xq (x ą 0) とおけば, x “ e´u より dx “ ´e´u du. よって,
ż 1

0

xa´1
´

log
1

x

¯b´1

dx “

ż 0

8

e´pa´1quub´1p´e´uq du “

ż 8

0

e´auub´1 du

v“au
“

ż 8

0

e´v
´ v

a

¯b´1 dv

a
“

1

ab

ż 8

0

e´vvb´1 dv “
Γ pbq

ab
.

(4) u “
1

1 ` x
(x ą 0) とおけば, x “

1

u
´ 1 “

1 ´ u

u
より dx “

´du

u2
. よって,

ż 8

0

xb

p1 ` xqa`3
dx “

ż 0

1

ua`3
´ 1 ´ u

u

¯b ´du

u2
“

ż 1

0

ua´b`1p1 ´ uqbdu “ Bpa´ b` 2, b` 1q

“
Γ pa´ b` 2qΓ pb` 1q

Γ pa` 3q
.

なお, これが積分可能であるためには, a´ b` 2 ą 0 を仮定する必要がある.

4. (1) u “
1

1 ` x3
(x ą 0) とおけば, x “

´ 1

u
´ 1

¯1{3

“

´ 1 ´ u

u

¯1{3

より dx “
1

3

´ 1 ´ u

u

¯´2{3 ´du

u2
. よって,

ż 8

0

dx

1 ` x3
“

ż 0

1

u ¨
1

3

´ 1 ´ u

u

¯´2{3 ´du

u2
“

1

3

ż 1

0

u´1{3p1 ´ uq´2{3 du “
1

3
B
´ 2

3
,
1

3

¯

“
1

3
Γ
´ 2

3

¯

Γ
´ 1

3

¯

“
1

3

π

sinpπ{3q
“

2π

3
?
3
.

(2) u “
1

1 ` x4
(x ą 0) とおけば, x “

´ 1

u
´ 1

¯1{4

“

´ 1 ´ u

u

¯1{4

より dx “
1

4

´ 1 ´ u

u

¯´3{4 ´du

u2
. よって,

ż 8

0

dx

1 ` x4
“

ż 0

1

u ¨
1

4

´ 1 ´ u

u

¯´3{4 ´du

u2
“

1

4

ż 1

0

u´1{4p1 ´ uq´3{4 du “
1

4
B
´ 3

4
,
1

4

¯

“
1

4
Γ
´ 3

4

¯

Γ
´ 1

4

¯

“
1

4

π

sinpπ{4q
“

π

2
?
2
.

(3)

ż π{2

0

?
tan θ dθ “

ż π{2

0

psin θq1{2pcos θq´1{2 dθ “
1

2
B
´ 3

4
,
1

4

¯

“
1

2
Γ
´ 3

4

¯

Γ
´ 1

4

¯

“
1

2

π

sinpπ{4q
“

π
?
2
.

(4) u “ x4 (u ą 0) とおけば, x “ u1{4 より dx “
1

4
u´3{4du. よって,

ż 1

0

dx
4
?
1 ´ x4

“

ż 1

0

p1 ´ uq´1{4 ¨
1

4
u´3{4du “

1

4
B
´ 3

4
,
1

4

¯

“
1

4
Γ
´ 3

4

¯

Γ
´ 1

4

¯

“
1

4

π

sinpπ{4q
“

π

2
?
2
.

5.

ż π{2

0

?
sin θ dθ “

1

2
B
´ 3

4
,
1

2

¯

,

ż π{2

0

dθ
?
sin θ

“
1

2
B
´ 1

4
,
1

2

¯

より,

ˆ
ż π{2

0

?
sin θ dθ

˙ˆ
ż π{2

0

dθ
?
sin θ

˙

“
1

4

Γ p 3
4 qΓ p 1

2 q

Γ p 5
4 q

Γ p 1
4 qΓ p 1

2 q

Γ p 3
4 q

“
Γ p 1

2 q2

4

Γ p 1
4 q

Γ p 5
4 q

“
π

4

Γ p 1
4 q

1
4 Γ p 1

4 q
“ π.

6. 被積分関数がともに非負の値をとるから, 定理 5.5.6が適用できる.

(1) DL : 1 ď x ď L, 1 ď y ď L (L ą 1) とする.
ĳ

DL

xy

px2 ` y2q3
dxdy “

ż L

1

dx

ż L

1

xy

px2 ` y2q3
dy “

ż L

1

dx

ż L

1

x

2

2y dy

px2 ` y2q3

“

ż L

1

x

2

”

´
1

2

1

px2 ` y2q2

ıy“L

y“1
dx “

ż L

1

x

4

!

´
1

px2 ` L2q2
`

1

px2 ` 1q2

)

dx

“

ż L

1

1

8

!

´
2x

px2 ` L2q2
`

2x

px2 ` 1q2

)

dx “
1

8

” 1

x2 ` L2
´

1

x2 ` 1

ıL

1

“
1

8

´ 1

2L2
´

2

L2 ` 1
`

1

2

¯

LÑ8
ÝÝÝÑ

1

16
.
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(2) DR : x2 ` y2 ď R2 (R ą 0) とする. 極座標変換を用いて,
ĳ

DR

x2e´px2`y2q dxdy “

ĳ

0ďrďR
0ďθďπ{4

pr cos θq2e´r2 r drdθ “

ˆ
ż R

0

e´r2r3 dr

˙ˆ
ż π{2

0

cos2 θ dθ

˙

s“r2
“

ˆ
ż R2

0

e´ss
ds

2

˙

1

2

π

2
“
π

8

␣

1 ´ pR2 ` 1qe´R2( RÑ8
ÝÝÝÝÑ

π

8
.
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