
《資料4》陰関数定理と逆写像定理

§1. 陰関数定理
定理 1 Rn`1 “ Rn

x ˆ R1
y の開集合 E 上で定義された

C1 級関数 fpx, yq が, pa, bq P E において,

fpa, bq “ 0 かつ fypa, bq ‰ 0

を満たすとする. このとき, pa, bq の近傍で fpx, yq “ 0 は
ある C1 級関数 φpxq のグラフ y “ φpxq として表される.

厳密に述べれば,

(1) aの開近傍Dを小さく選べば, D上の連続関数 φpxqで

fpx, φpxqq “ 0 px P Dq かつ φpaq “ b

を満たすものが唯１つ存在する. x = (x1, . . . , xn)

y

a

E1

D

E

b + ρ

b− ρ

b

x0

(2) φpxqは D 上で C1 級で, その微分 φ1 “ pφx1 , . . . , φxnq は

φ1pxq “ ´
fxpx, φpxqq

fypx, φpxqq

ˆ

ô φxipxq “ ´
fxipx, φpxqq

fypx, φpxqq
p1 ď i ď nq

˙

.

あるいは, pa, bq の近傍で fpx, yq “ 0 により y を x “ px1, . . . , xnq の関数と見なして,

By

Bxi
“ ´

fxipx, yq

fypx, yq
p1 ď i ď nq.

［証］ fypa, bq ą 0 と仮定してよい. (もし fypa, bq ă 0 なら f の代わりに ´f を考えよ.)

存在 fy が連続より, pa, bqの開近傍 E1 Ă E を十分小さく選び, E1 上で fypx, yq ą 0 としてよい. こ
れと fpa, bq “ 0 とから, ρ ą 0 を小さく取れば, fpa, b´ρq ă 0 ă fpa, b`ρq. よって, aの十分
小さな開近傍 D Ă Rn 上で, fpx, b ´ ρq ă 0 ă fpx, b ` ρq が成り立つ. D ˆ rb ´ ρ, b ` ρs Ă E1

と考えてよいから, 以上より, 各 x P D に対して,

b ´ ρ ă φpxq ă b ` ρ, fpx, φpxqq “ 0

を満たす φpxq が唯１つ存在する. (すなわち, Dˆrb´ρ, b`ρs では fpx, yq “ 0 ô y “ φpxq.)

連続性 @x0 P D における φ の連続性を示す. 0 ă @ε ă ρ ´ |φpx0q ´ b| に対して,

fpx0, φpx0q ´ εq ă 0 “ fpx0, φpx0qq ă fpx0, φpx0q ` εq.

f の連続性により, δ ą 0 を十分小さく取れば, |x ´ x0| ă δ を満たす @x P D に対して,

fpx, φpx0q ´ εq ă 0 “ fpx, φpxqq ă fpx, φpx0q ` εq.

このとき, fpx, yq の y に関する単調増加性により,

φpx0q ´ ε ă φpxq ă φpx0q ` ε, すなわち |φpxq ´ φpx0q| ă ε.

C1 級 @x0 P D を固定し, kphq “ φpx0 ` hq ´ φpx0q (|h| 十分小)とおけば,

φpx0 ` hq “ φpx0q ` kphq かつ kphq Ñ 0 ph Ñ 0q.
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fpx0 ` h, φpx0 ` hqq “ fpx0, φpx0qq “ 0 であるから,

0 “ fpx0 ` h, φpx0q ` kphqq ´ fpx0, φpx0qq

“ pfxpx0, φpx0qq, fypx0, φpx0qqq

ˆ

h

kphq

˙

` op|h|q

“ fxpx0, φpx0qqh ` fypx0, φpx0qqkphq ` op|h|q ph Ñ 0q.

よって,

φpx0 ` hq ´ φpx0q “ kphq “ ´
fxpx0, φpx0qqh ` op|h|q

fypx0, φpx0qq

“ ´
fxpx0, φpx0qq

fypx0, φpx0qq
h ` op|h|q ph Ñ 0q.

これは φ1px0q “ ´
fxpx0, φpx0qq

fypx0, φpx0qq
を示す. x0 P D の任意性から, φ は D 上で微分可能で,

φ1pxq “ ´
fxpx, φpxqq

fypx, φpxqq
px P Dq.

上式の右辺は D 上で連続, 従って φ は D 上で C1 級である.

《注》 定理に現れる y “ φpxq を, fpx, yq “ 0 が pa, bq の周りで定める陰関数とよぶ. このとき,

fpx, yq が Cr 級 (r ě 1) であれば φpxq も Cr 級となる. φpxq の (高次の)偏導関数は次のように計算
できる.

(1) fpx, φpxqq “ 0 を xi について偏微分することにより,

fxi
px, φpxqq ` fypx, φpxqqφxi

pxq “ 0 p1 ď i ď nq. 6 φxi
pxq “ ´

fxi
px, φpxqq

fypx, φpxqq
.

(2) 更に xj で偏微分すると, (例えば fxi
px, φpxqq を fxi

というように略記した)

fxixj
` fxiyφxj

` fxjyφxi
` fyyφxi

φxj
` fyyφxixj

“ 0 p1 ď i, j ď nq.

6 φxixj “ ´
fxixj

` fxiyφxj
` fxjyφxi

` fyyφxi
φxj

fy

“ ´
fxixj

pfyq2 ´ pfxiyfxj
` fxjyfxi

qfy ` fyyfxi
fxj

pfyq3
.
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§2. 逆関数定理
定理 2 E が Rn の開集合で, Cr 写像 x “ Φpuq : E Ñ Rn (r ě 1) が

detΦ1pu0q ‰ 0

ˆ

ô

„

Bpx1, . . . , xnq

Bpu1, . . . , unq

ȷ

u“u0

‰ 0

˙

を満たすならば, “u0 の近傍で Φ のCr 級逆写像が存在する”. すなわち, u0 の開近傍 E1 Ă E を十分
小さく選べば, Φ は E1 上で 1対 1, D1 :“ ΦpE1q は x0 :“ Φpu0qの開近傍であり, Φ|E1

: E1 Ñ D1

の逆写像 Ψ “ pΦ|E1q´1 : D1 Ñ E1 が Cr 級となる. 更に,

Ψ1pxq “ Φ1pΨpxqq´1 px P D1q

˜

ô

»

—

—

—

–

Bu1

Bx1
¨ ¨ ¨

Bu1

Bxn
...

. . .
...

Bun

Bx1
¨ ¨ ¨

Bun

Bxn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

Bx1

Bu1
¨ ¨ ¨

Bx1

Bun
...

. . .
...

Bxn

Bu1
¨ ¨ ¨

Bxn

Bun

fi

ffi

ffi

ffi

fl

´1

¸

が成り立つ.

u0
E

R
n

x

R
n

u

x = Φ(u)

u = Ψ(x)
x0 := Φ(u0)

Φ(E)

D1

E1

《注 1》 一般に, C1 級写像 x “ Φpxq により, u空間の u0 付近の微小部分は x空間の x0 :“ Φpu0q

付近の微小部分に写されるが, その (n次元)体積の比は |detΦ1pu0q| で近似される. 従って, 定理 2の
仮定は u0 の十分小さな近傍が写像 x “ Φpuq によって「ぺちゃんこにならない」ことを意味する.

《注 2》 y “ fpxq (xの関数) は写像 x “ Φpuq により y “ fpΦpuqq (uの関数) に変換される. この
とき,

´

By

Bu1
, . . . ,

By

Bun

¯

“

´

By

Bx1
, . . . ,

By

Bxn

¯

»

—

—

—

–

Bx1

Bu1
¨ ¨ ¨

Bx1

Bun
...

. . .
...

Bxn

Bu1
¨ ¨ ¨

Bxn

Bun

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

右辺に現れる Jacobi行列が正則であれば, その逆行列を両辺に掛けることにより,

´

By

Bx1
, . . . ,

By

Bxn

¯

“

´

By

Bu1
, . . . ,

By

Bun

¯

»

—

—

—

–

Bx1

Bu1
¨ ¨ ¨

Bx1

Bun
...

. . .
...

Bxn

Bu1
¨ ¨ ¨

Bxn

Bun

fi

ffi

ffi

ffi

fl

´1

.

これは関係式
»

—

—

—

–

Bu1

Bx1
¨ ¨ ¨

Bu1

Bxn
...

. . .
...

Bun

Bx1
¨ ¨ ¨

Bun

Bxn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

Bx1

Bu1
¨ ¨ ¨

Bx1

Bun
...

. . .
...

Bxn

Bu1
¨ ¨ ¨

Bxn

Bun

fi

ffi

ffi

ffi

fl

´1

.

を意味する.
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§3. 条件付き極値問題
定理 3 (Lagrangeの未定乗数法)

fpxq, gpxq が開集合 E Ă Rn 上で C1 級のとき, 条件 gpxq “ 0 の下で fpxq が a P E で極値をと
るとする. このとき, g1paq ‰ 0 ならば, f 1paq “ β g1paq を満たす β が存在する (特に, f 1paq ‰ 0 なら

f 1paq {{ g1paq となる).

［証］ gxnpaq ‰ 0 と仮定しても一般性を失わない. 以下,

x “ py, zq “ py1, . . . , yn´1, zq, a “ pb, cq “ pb1, . . . , bn´1, cq

と表す. このとき, 陰関数定理により, bの開近傍 D Ă Rn´1 および D 上の C1 級関数 φpyq を,

gpy, φpyqq “ 0 py P Dq かつ φpbq “ c (すなわち, a の近傍で gpxq “ 0 ô z “ φpyq)

を満たすように取れる. 更に, その微分は

φ1pyq “ ´
gypy, φpyqq

gzpy, φpyqq
py P Dq.

ここで, hpyq :“ fpy, φpyqq (fpy, zq に条件 gpy, zq “ 0 を組み込んだ関数)とおけば,

h1pyq “ fypy, φpyqq ` fzpy, φpyqqφ1pyq py P Dq.

hpyq は y “ b で極値をとるから,

0 “ h1pbq “ fypb, cq ` fzpb, cqφ1pbq “ fypb, cq ´ fzpb, cq
gypb, cq

gzpb, cq
.

従って, β “
fzpb, cq

gzpb, cq
とおけば

"

fypb, cq “ βgypb, cq

fzpb, cq “ βgzpb, cq
となり, 確かに f 1paq “ βg1paq が成り立つ.

《注 1》 pn`1q変数関数 F px, λq :“ fpxq ´ λ gpxq を導入すれば, 上の条件は, gpaq “ 0 も合わせて,

F 1pa, βq “ 0 pすなわち, Fxpa, βq “ 0, ´Fλpa, βq “ gpaq “ 0q

と書ける. (従って, 条件付き極値問題は F 1px, λq “ 0 を解くことから始めればよい.)

《注 2》 上の証明では bは hpyqの停留点であるが, bで極値をとるかどうかを判定するには (一般的な
状況では) h2pbq まで計算する必要がある. 以下にその計算法を示す. まず, gpy, φpyqq “ 0 より,

gyi
paq ` gzpaqφyi

pbq “ 0,

gyiyj
paq ` gyizpaqφyj

pbq ` gyjzpaqφyi
pbq ` gzzpaqφyi

pbqφyj
pbq ` gzpaqφyiyj

pbq “ 0.

よって,

φyipbq “ ´
gyipaq

gzpaq
,

φyiyj pbq “ ´
gyiyj paq ` gyizpaqφyj pbq ` gyjzpaqφyipbq ` gzzpaqφyipbqφyj pbq

gzpaq

“ ´
gyiyj paqgzpaq

2
´ pgyj paqgyizpaq ` gyipaqgyjzpaqqgzpaq ` gyipaqgyj paqgzzpaq

gzpaq3
.

次に, hpyq “ fpy, φpyqq より,

hyiyj paq “ fyiyj paq ` fyizpaqφyj pbq ` fyjzpaqφyipbq ` fzzpaqφyipbqφyj pbq ` fzpaqφyiyj pbq.

よって, h2pbq は f, g の a における 2次以下の偏微分係数で表される.
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