
微分積分学第二 課題 1

(提出日：4.4を終えた次の週)

0 教科書の次の問題は解けるようにしておくこと. (提出の必要はない. 解答後, 解答例を見て確認せ
よ. 勿論, それ以外の問題も解けた方がよいことは言うまでもない.)

問題 4.1: 4 問題 4.2: 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11 問題 4.3: 1, 2, 5, 6, 7 問題 4.4: 2, 3, 4, 5, 6, 7

1 関数 fpx, yq “

#

2xy2

x2 ` y4
ppx, yq ‰ p0, 0qq

0 ppx, yq “ p0, 0qq

について次の問いに答えよ.

(1) 直線 Lθ : x “ t cos θ, y “ t sin θ pt P Rq 上で px, yq Ñ p0, 0qとしたときの f の極限値が (θ に
依らずに) 0 となること, すなわち lim

px,yqÑp0,0q

px,yqPLθ

fpx, yq “ 0 を確かめよ.

(2) f は p0, 0qにおいて連続でないことを説明せよ.

(3) f の p0, 0qにおける νθ “ pcos θ, sin θq 方向の微分係数 Bf

Bνθ
p0, 0q を計算せよ.

2 関数 fpx, yq “

$

&

%

xy sin
1

a

x2 ` y2
px, yq ‰ p0, 0q

0 px, yq “ p0, 0q
は R2 上で微分可能であるが (p0, 0q での微分

可能性のみが問題となる), fx, fy は p0, 0qで連続でないことを示せ.

3 関数 fpx, yqが領域 D Ă R2 で偏微分可能であり, 点 pa, bq P D において fx, fy が連続であると仮
定する. |h|, |k| ‰ 0 が十分小さいとき,

F ptq :“ fpa ` th, bq ` fpa ` h, b ` tkq

が fpa`h, b`kq ´ fpa, bq “ F p1q ´F p0q を満たすことを確認し, F ptqに平均値の定理を適用して,

fpa ` h, b ` kq ´ fpa, bq “ fxpa ` θh, bqh ` fypa ` h, b ` θkqk

となる θ P p0, 1q (h, k に依存)が存在することを示せ. 更に, f が点 pa, bqで微分可能であることを
説明せよ.

4 関数 z “ fpx, yq および y “ ϕpxq はともに十分に滑らかであるとする.

(1)
d

dx
fpx, ϕpxqq と Bf

Bx
px, ϕpxqq

`

“ fxpx, ϕpxqq
˘

の違いを説明せよ.

(2)
´

x
B

Bx
` y

B

By

¯2

fpx, yq と
´

x2 B2

Bx2
` 2xy

B2

BxBy
` y2

B2

By2

¯

fpx, yq の違いを説明せよ.

5 xが Rn の変数であるとき, 次を示せ.

(1) 関数 upt,xq “
1

p4πtqn{2
e´

|x|2
4t pt ą 0, x P Rnq は熱方程式 Bu

Bt
“ ∆u (∆ は x に関する

Laplace作用素)を満たすことを示せ. (n “ 1, x “ x として解答してもよい.)

(2) 質量mの質点がポテンシャル V pxq による力を受けるとき, その運動は Newtonの運動方程式
mx2ptq “ ´∇V pxptqq

`

すなわち m
d2xi

dt2
“ ´

BV

Bxi
p1 ď i ď nq

˘

に支配される. このとき, こ

の質点のもつエネルギー Eptq “
1

2
m|x1ptq|2 ` V pxptqq は時間に関して保存される (すなわち

E1ptq ” 0 である) ことを示せ. (n “ 2, x “ px, yq として解答してもよい.)



6 次の関数が調和関数であることを示せ.

(1) z “ log
1

a

x2 ` y2
ppx, yq ‰ p0, 0qq. (2) w “

1
a

x2 ` y2 ` z2
ppx, y, zq ‰ p0, 0, 0qq.

7 px, yqの C1 級関数 z “ fpx, yq を極座標変換 x “ r cos θ, y “ r sin θ により pr, θq の C1 級関数と
見なす. (但し, fpx, yqは px, yq と pr, θq が１対１に対応するような領域で定義されているとする.)

(1)
Bz

Br
,

Bz

Bθ
,

B2z

BrBθ
を Bz

Bx
,

Bz

By
,

B2z

Bx2
,

B2z

BxBy
,

B2z

By2
を用いて表せ.

(2)
Bz

Bx
,

Bz

By
,

B2z

BxBy
を Bz

Br
,

Bz

Bθ
,

B2z

Br2
,

B2z

BrBθ
,

B2z

Bθ2
を用いて表せ.

8 関数 fpx, yq “ px2 ` 2y2qe´px2`y2q の極値を求めよ.

9 関数 fpx, yq “ py ´ x2qpy ´ 3x2q は, p0, 0qを通る任意の直線上で考えたとき, p0, 0qで極小になる
ことを示せ ( 1 の Lθ を用いるとよい). しかし, f は (2変数関数としては) p0, 0qで極小にならないこ
とを説明せよ. (ヒント : fpx, yq ă 0 となる px, yq の範囲を考えてみよ.)

10 C1 級関数 fpx, yq の等位線 fpx, yq “ c 上の点 pa, bq において, f 1pa, bq ‰ p0, 0q ならば, ∇fpa, bq

は等位線 fpx, yq “ c の pa, bqにおける法線ベクトルであることを示せ.

11 曲線 x2y ` y3 ´ 3y ` 1 “ 0 が点 p1, 1q の近傍で定める陰関数を y “ ϕpxq とする.

(1) 曲線 y “ ϕpxq の点 p1, 1qにおける接線と法線の方程式を求めよ.

(2) 曲線 y “ ϕpxq の点 p1, 1qにおける凹凸を調べよ.

(3) 関数 ϕpxq の x “ 1 における Taylor展開

ϕpxq “ c0 ` c1px ´ 1q ` c2px ´ 1q2 ` c3px ´ 1q3 ` ¨ ¨ ¨

の係数 c0, c1, c2, c3 を求めよ.

12 2変数関数 fpx, yq “ x3 ` 6y, gpx, yq “ x2 ´ y2 ` 3 について, 次の問いに答えよ

(1) 条件 gpx, yq “ 0の下での関数 fpx, yq の極値を考える. Lagrangeの未定乗数法を用いて得ら
れる, 極値をとる点の候補をすべて求めよ (全部で 4点あるはず).

(2) (1)で求めた各点 pa, bqについて, 曲線 gpx, yq “ 0が点 pa, bqの近傍で定める陰関数 y “ φpxq

に対する φpaq, φ1paq, φ2paq の値を求めよ.

(3) (1)の極値を「点 pa, bqで極大値 (or 極小値) c をとる」という形で答えよ.

• 解けない問題があっても勿論構いませんが, 解答数が余りにも少ない場合は減点の対象とします.

• 友達と相談しても構いませんが, 最終的に自分で納得し, 自分の言葉で解答して下さい. 酷似した表
現, 全く同じ誤答など, 丸写しに近いレポートが発見された場合は減点することがあります.

• レポートの返却はしませんが, かわりに解答例を配布します.


