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1.1 信号とwavelet 2

信号 ¨ ¨ ¨ エネルギー有限な関数 fpxq (二乗可積分関数, L2関数)

Fourier解析は, 信号をcos, sinの重ね合わせで表し, その特徴から信号の性質を調べる

• 信号が周期的な場合(周期2π, or T “ R{2πZ上の関数)

“エネルギー” :“

ż 2π

0

|fpxq|2 dx ă 8 (f P L2pTq と表す)

f P L2pTq はFourier級数で表現される:

fpxq “

8
ÿ

n“´8

cne
inx, cn “

1

2π

ż 2π

0

fpxqe´inx dx pFourier係数q

f, g P L2pTqに対して, 内積

xf, gyL2pTq :“
1

2π

ż 2π

0

fpxqgpxq dx
`

ノルム ∥f∥L2pTq :“ xf, fy
1{2
L2pTq

˘

を導入すれば, teinxu8
n“´8 は L2pTq の 正規直交基底 (直交座標系)となる.

→ Fourier係数 cn は fpxq の“einx方向”の成分: cn “ xfpxq, einxy

(注: einx “ peixqn)
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典型的なFourier級数の収束の様子 p|n| ď 4, |n| ď 8, |n| ď 50q

鋸歯状波 半波整流波
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• 信号が周期的でない場合(R上の関数, 遠方では速く減衰)

“エネルギー” :“

ż 8

´8

|fpxq|2 dx ă 8 (f P L2pRq と表す)

f P L2pRq のFourier変換に対する反転公式は

fpxq “
1

2π

ż 8

´8

pfpωqeixω dω, pfpωq :“

ż 8

´8

fpxqe´iωx dx pFourier変換q

f, g P L2pTqに対して, 内積

xf, gy “ xf, gyL2pRq :“

ż 8

´8

fpxqgpxq dx
`

ノルム ∥f∥L2pRq :“ xf, fy
1{2
L2pRq

˘

を導入すれば,
! eiωx

?
2π

)

ωPR
がL2pRq の“正規直交基底”と考えられる.

→
pfpωq
?
2π
は fpxq の“

eiωx
?
2π
方向”の成分 :

pfpωq
?
2π

“

fの周波数成分
hkkkkkkkikkkkkkkj⟨
fpxq,

eiωx
?
2π

⟩
(注: eiωx “ peixqω)
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• 信号 f P L2pRq に対して, Fourier解析の手法(cos, sinの重ね合わせ)では

周波数構造が時刻(場所) x に関してどのように変化しているかが捉えにくい

• そこで wavelet の登場. waveは “波”(平均0), letは “小さい”. すなわち,

wavelet “ small wave ¨ ¨ ¨ 局在した波の総称

信号を(1つのwaveletから生成される)多くのwavelets波形の重ね合わせで表現し
その特徴から信号の性質を調べる ÝÑ wavelet解析

x

x

x

waveletの例 (ψpxqで表す) 信号の切り出し (waveletを縦横に拡大・縮小)
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• analyzing wavelet
(mother wavelet)

ψpxq ¨ ¨ ¨ waveletsを生成する基底関数 Ð “母”

信号を切り出す際は ψa,bpxq :“
1

a

|a|
ψ

´x´ b

a

¯

の形 Ð “子供達”

• 信号平面 (= 時間周波数平面) 上の表現

b : 時間, 1

a
: 周波数

Freq
Time

Freq

ψpxq “ e´p x
8 q2 cosx



1.2 wavelet変換 7

analyzing wavelet ψ P L2pRq に対して,

x

b

1

a

ψpxq
1

?
a
ψ

´x´ b

a

¯

a pą 0q : scale parameter, b : translation parameter

• (連続)wavelet変換

pWψfqpa, bq :“ xf, ψa,by “

ż 8

´8

fpxq
1

a

|a|
ψ

´x´ b

a

¯

dx

• 逆wavelet変換

fpxq “
1

Cψ

ż 8

´8

ż 8

´8

pWψfqpa, bq
1

a

|a|
ψ

´x´ b

a

¯ da db

a2

ˆ

d
´1

a

¯

db

˙
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• 逆変換が定義できるためには, ψ P L2pRqに対して, admissible条件

Cψ :“

ż 8

´8

| pψpωq|2

|ω|
dω ă 8

が要請される. 十分条件として,

pψp0q “

ż 8

´8

ψpxq dx “ 0
looooooooomooooooooon

“波” (平均0)

,

ż 8

´8

p1 ` |x|qϵ|ψpxq| dx ă 8
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

遠方で“速く”減衰

pϵ ą 0 : 定数q.

特に, ψpxq が実数値ならば, pψp´ωq “ pψpωq となり, a ą 0 に対する pWψfqpa, bq

だけを用いて逆変換できる:

fpxq “
2

Cψ

ż 8

0

ˆ
ż 8

´8

pWψfqpa, bqψa,bpxq db

˙

da

a2
.

• 次のエネルギー等式が成り立つ:
ż 8

´8

|fpxq|2 dx “
1

Cψ

ż 8

´8

ż 8

´8

|pWψfqpa, bq|2 dadb
a2

.
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• fpxq, ψ
´

x´ b

a

¯

および fpxqψ
´

x´ b

a

¯

のグラフ pa ą 0q

x

x

x

x

x

x

x

x

fpxq „ ˘ψ
´

x´ b

a

¯

ñ pWψfqpa, bq „ ˘

ż 8

´8

1
?
a

ˇ

ˇ

ˇ
ψ

´

x´ b

a

¯ˇ

ˇ

ˇ

2

dx



1.3 Parsevalの等式と不確定性関係 10

• 時間周波数解析
　信号を時間と周波数の両面から捉えること (信号を信号平面で表現すること).

　信号の位置の不確定性と周波数の不確定性は, 同時に小さくできない！ 例えば,

1 Ω 1 Ω 1 Ω

x x x

e´p x
s

q2

“窓”

sinx (s “ 30, 12, 4) とそのFourier変換の虚部(実部は0)のグラフ

【問1.1】 e´p x
s

q2 sinx ps ą 0q のFourier変換を計算せよ.
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• Parsevalの等式

xf, gy “
1

2π
x pf, pgy 特に, ∥f∥ “

1
?
2π

∥ pf ∥ pf, g P L2pRqq

すなわち
ż 8

´8

|fpxq|2 dx
looooooomooooooon

全エネルギー

“

ż 8

´8

ˇ

ˇ

ˇ

⟨
fpxq,

eiωx
?
2π

⟩ˇ

ˇ

ˇ

2

looooooooomooooooooon

エネルギースペクトルEpωq

dω

• 不確定性関係

fpxq, xfpxq, ω pfpωq P L2pRq (f ‰ 0) のとき,

x˚ :“
1

∥f∥2

ż

x |fpxq|2 dx, ∆f :“
1

∥f∥

ˆ
ż

px´ x˚q2|fpxq|2 dt
˙1{2

,

ω˚ :“
1

∥ pf∥2

ż

ω| pfpωq|2 dω, ∆
pf :“

1

∥ pf∥

ˆ
ż

pω ´ ω˚q2| pfpωq|2 dω
˙1{2

中心 (平均) 幅 (標準偏差)

ùñ ∆f∆ pf ě
1

2

´

|fpxq|2

∥f∥2
L2

,
| pfpωq|2

∥ pf∥2
L2

は確率密度関数！
¯
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• 信号の最小単位

xΔf

Δˆ

ω∗

x∗

f

ω ∼ |a|−1

信号fpxqの情報の集中する
信号平面上の長方形の面積は

2∆f ¨ 2∆
pf ě 2

ñ 面積2の(長方形)領域が信号の最小単位
　高周波数では短い時間幅, 低周波数では長い時間幅

ñ wavelet変換 (
1

a

|a|
ψ

´x´ b

a

¯

による情報の切り出し) は

合理的な時間周波数解析の手法 (周波数„ |a|´1, 波の時間幅„ |a|)

|a| : 小 Ø 高周波数 & 短時間, |a| : 大 Ø 低周波数 & 長時間
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【問1.2】 ψpxq “ e´x2{2, p1 ´ x2qe´x2{2 に対して, ∆ψ∆ pψ を計算せよ.

【問1.3】 ψ P L2pRq (実数値関数) に対して,

ψa,bpxq :“
1

a

|a|
ψ

´x´ b

a

¯

pa, b P Rq.

(1) ∥ψa,b∥L2 は a, b (a ‰ 0) によらずに一定の値を取ることを示せ.

(2) Parsevalの等式を用いて次を示せ. (簡単のため a ą 0 とする)

pWψfqpa, bq
def
“

@

fpxq, ψa,bpxq
D

L2
x

“
1

2π

@

pfpωq,
?
a pψpaωqe´ibω

D

L2
ω

(3) 次の値を, ψ の中心 x˚ と幅 ∆ψ, および pψ の中心 ω˚ と幅 ∆
pψ を用いて表せ.

ψa,bpxq の中心と幅, および
?
a pψpaωq の中心と幅



1.4 離散wavelet変換 14

• wavelet変換 pWψfqpa, bq は fpxq の情報としては冗長
ñ fpxqを復元するには,

互いに重ならない最小単位の領域の組を選び,

代表点でのpWψfqpa, bqの値を列挙すればよい
だろう

Time

Frequency

• 離散wavelet変換
`

f ÞÑ tdj,kuj,kPZ
˘

pWψfqpa, bq を pb, 1{aq “ p2´jk, 2jq とおいて離散化

dj,k :“ pWψfqp2´j , 2´jkq “ xf, ψj,ky

ψj,kpxq :“ 2j{2ψp2jx´ kq pj, k P Zq

これらの値だけから fpxq が復元できる場合がある.

《注》逆変換
`

tdj,kuj,kPZ ÞÑ f
˘

が存在するためには, 少なくとも,

tψj,kuj,kPZ が L2pRq の基底をなす必要がある. (きつい制限)
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もし ψ P L2pRq が 直交wavelet
` def

ô tψj,kuj,kPZ がL2pRqの正規直交基底
˘

であれば, 応用上きわめて都合がよい.

• fpxq “

8
ÿ

j“´8

8
ÿ

k“´8

dj,k ψj,kpxq, dj,k :“ xf, ψj,ky pj, k P Zq

• ∥f∥2 “
ÿ

j,kPZ
∥dj,kψj,k∥2 “

ÿ

j,kPZ
|dj,k|2

ψpxq が x “ 0 の周りに分布しているとすると,

• ψj,kpxq は x “ 2´jk の周りに分布し, その波形は ψpxq を拡大・縮小したもの:

ψj,kpxq “ 2j{2ψp2jx´ kq “ 2j{2ψ

ˆ

x´ 2´jk

2´j

˙

• 展開係数 dj,k は fpxq の中に ψj,kpxq の成分がどれくらいあるかを表す.

(レベル jの詳細係数 または wavelet係数 と呼ばれる)



1.5 多重解像度解析 16

直交waveletの構成法について考える.

　ψpxq が直交waveletのとき, f P L2pRq の直交wavelet展開

fpxq “
ÿ

j

ÿ

k

dj,kψj,kpxq, dj,k “ xf, ψj,ky pj, k P Zq

において,

gjpxq :“
ÿ

k

dj,kψj,kpxq レベル j の詳細
解像度レベル　　　　

fjpxq :“ gj´1pxq ` gj´2pxq ` ¨ ¨ ¨ レベル j の近似
(レベルが j より粗い変動を表す部分)

と定めれば,

fjpxq Ñ fpxq “

8
ÿ

j“´8

gjpxq pj Ñ 8q

十分大きな j では fjpxq は fpxq のよい近似になっていると考えられる.
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fjpxq は分解を繰り返すことにより,

fjpxq “ fj´1pxq ` gj´1pxq

“ fj´2pxq ` gj´2pxq ` gj´1pxq

“ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

“ fj0pxq `
ÿ

j0ďj1ăj

gj1 pxq pj ą j0q

これより
• 詳細部分 gjpxq は隣り合うレベルの近似 fj`1pxq と fjpxq の「差分」であり,

• fjpxq が粗い近似 fj0pxq に各 j1 “ j0, j0 ` 1, . . . , j´ 1 における詳細部分
gj1 pxq を順々に足したものに等しい

以上をまとめて,

fpxq “
ÿ

j,kPZ
dj,kψj,kpxq “

8
ÿ

j“´8

gjpxq “ fj0pxq `

8
ÿ

j“j0

gjpxq (j0 P Z は任意)
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〔例〕 Haar scaling関数(後出), Haar wavelet (最も単純な直交wavelet)

1

1

1

-1

1

の場合,

0.5 1
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0.5

1
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0.5 1

0.5

1

1.5

f5pxq f4pxq f3pxq f2pxq

0.5 1

0.5

1
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0.5 1

0.5

1
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0.5

1
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g4pxq g3pxq g2pxq
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上の議論において,

Wj :“ ptψj,k | k P Zu の生成するL2pRqの閉部分空間q,

Vj :“ Wj´1 ‘Wj´2 ‘ ¨ ¨ ¨ “ Vj´1 ‘Wj´1 (Vjは“レベルjの近似空間”)

とおけば, tVjujPZ は次を満たす.

(1) ¨ ¨ ¨ Ă V´2 Ă V´1 Ă V0 Ă V1 Ă V2 Ă ¨ ¨ ¨

(2)
Ş

jPZ Vj “ t0u,
Ť

jPZ Vj “ L2pRq

(3) f P Vj ô fp2´j ¨q P V0

(4) f P V0 ô すべてのn P Zについて fp¨ ´ nq P V0

直交waveletを構成するために, tWjujPZ から得られた tVjujPZ の方に注目し, 先に適
当な tVjujPZ (対応する“直交scaling”)を構成し, それを用いて直交waveletを構成する
という戦略をとる.
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《定義》 (多重解像度解析)

L2pRqの閉部分空間の族 tVjujPZ が次の５つの条件(i)—(v)を満たすとき, tVjujPZ を
多重解像度解析 (MRA)という.

(i) Vj Ă Vj`1 pj P Zq

(ii) fpxq P Vj ô fp2xq P Vj`1 pj P Zq

(iii) fpxq P V0 ô fpx´ kq P V0 pk P Zq

(iv) Dφ P V0 : tφp¨ ´ nqunPZ が V0 の正規直交基底 (φを 直交scaling関数 と呼ぶ)

(v)
Ş

jPZ Vj “ t0u,
Ť

jPZ Vj “ L2pR2q

直交scaling関数 φ が得られれば, それから直交wavelet ψ が一般論で構成できる.

直交scaling関数 φpxq は two-scale関係 φpxq “
ř

kPZ pkφp2x´ kq の係数を決めるこ
とにより得られる. このとき, 直交wavelet ψpxq は W0 :“ V1 a V0 (V1におけるV0の
直交補空間)の“基底関数”として決まる.


