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2.4 Fourier変換の偏微分方程式への応用

1 1次元の熱方程式

1次元熱方程式の初期・境界値問題
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Bu

Bt
“ κ

B2u

Bx2
pt ą 0, x P Rq ¨ ¨ ¨ 1© (熱方程式)

up0, xq “ apxq px P Rq ¨ ¨ ¨ 2© (初期条件)

upt,´8q “ upt,8q “ 0 pt ą 0q ¨ ¨ ¨ 3© (境界条件)

について考える. (定数 κ ą 0は熱伝導率を表す.)
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a P MpRq と仮定し, 解 u “ upt, xq を

• u P Cpr0,8q ˆ Rq, ut, ux, uxx P Cpp0,8q ˆ Rq (古典解)

• 各 t ą 0で, upt, ¨q, utpt, ¨q, uxpt, ¨q, uxxpt, ¨q P L1pRq

(Ñ Fourier変換可能)

なるクラスで探そう. (このような u は 3©を満たすことに注意.)

変数 xに関する Fourier変換を ˆ で表す:

âpξq :“
1

?
2π

ż

apxqe´ixξ dx, ûpt, ξq :“
1

?
2π

ż

upt, xqe´ixξ dx.

1©, 2© を xで Fourier変換すれば,

#

Btûpt, ξq “ ´κξ2ûpt, ξq pt ą 0q

ûp0, ξq “ âpξq
6 ûpt, ξq “ e´κξ2tâpξq
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ここで,

e´κtξ2 “
1

2κt
F

`

e´ x2

4κt

˘

pξq (§2.1例 (2))

であるから, 定理 2.7を用いて,

ûpt, ξq “
1

?
2κt

F
`

e´ x2

4κt

˘

pξq âpξq “
1

?
2κt

1
?
2π

F
`

e´ x2

4κt ˚ a
˘

pξq.

従って,

Kpt, xq “
1

?
4πκt

e´ x2

4κt pt ą 0, x P Rq

とおけば,

upt, xq “ pKpt, ¨q ˚ a
˘

pxq “

ż

Kpt, x ´ yqapyq dy. ¨ ¨ ¨ p˚q
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定理 4.1 a P CpRq X L1pRq のとき,

(1) (H)は Cpr0,8q ˆ Rq X C2pp0,8q ˆ Rq において一意な解 uをもち,

それは p˚qで与えられる. 但し,

(2) 解 uは Cpr0,8q ˆ Rq X C8pp0,8q ˆ Rq に属する.

《注》 初期条件は, lim
tÑ`0

upt, xq “ apxq (広義一様収束) の意味で解釈.

［証］ 上では議論の結果として p˚qが得られたが, ここでは p˚qで表される u を出
発点として,

• p˚qで与えられる u “ upt, xq は Cpr0,8q ˆ Rq X C8pp0,8q ˆ Rq に属する
(H)の解.

• (H)の解は Cpr0,8q ˆ Rq X C2pp0,8q ˆ Rq において一意的.

という順序で証明を行う.
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まず, Kpt, xq が

BtKpt, xq “ κ B
2
xKpt, xq

´

“
x2 ´ 2κt

8
?
πpκtq

3
2

e´ x2

4κt

¯

pt ą 0q

を満たすことに注意する. 更に, 各 j, k P N Y t0u, t1 ą 0 に対して,

|Bj
t B

k
xKpt, xq| ď

C1pj, kq

tp2j`k`1q{2

!

1 `

´x2

t

¯
2j`k

2
)

e´ 1
4κ

p x2

t
q

ď
C2pj, kq

t
p2j`k`1q{2
1

ppt, xq P rt1,8q ˆ Rq

と評価されるから, t ą 0 のとき積分記号下の (x, t に関する) 微分を繰り返して
u P C8pp0,8q ˆ Rq を得る (第 1章・命題 7.5参照). 特に,

Btupt, xq ´ κ B
2
xupt, xq “

ż

`

BtKpt, x ´ yq ´ κ B
2
xKpt, x ´ yq

˘

apyq dy “ 0.

次に, lim
tÑ`0

upt, xq “ apxq であることは, 定理 2.3 の証明 (問 2.1) と同様. また,

|Kpt, x ´ yqapyq| ď pC0{
?
t q|apyq| P L1pRyq pt ą 0q より, Lebesgue の収束定理
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を用い, lim
xÑ˘8

upt, xq “

ż

lim
xÑ˘8

Kpt, x ´ yqapyq dy “ 0 pt ą 0q.

最後に Cpr0,8q ˆ Rq X C2pp0,8q ˆ Rq での一意性を示す. a “ 0のとき, この
クラスの解 u “ upt, xqが 0に限られることをいえば十分. vpt, xq “ e´tupt, xq と
おけば, v “ vpt, xqは次を満たす:

Btv “ κ B2
xv ´ v pt ą 0, x P Rq,

vpt,˘8q “ 0 pt ą 0q, vp0, xq “ 0 px P Rq.

v ı 0と仮定すれば, 後ろ 2つの条件より, v は r0, T s ˆ R (T ą 0: 十分大) で正の
最大値または負の最小値をとる. pt0, x0q P r0, T s ˆ R で最大値をとるならば,

Bxvpt0, x0q “ 0, Btvpt0, x0q ě 0, B
2
xvpt0, x0q ď 0.

p0 ă t0 ă T ñ Btvpt0, x0q “ 0q

ところが, このとき 0 ă vpt0, x0q “ κ B2
xvpt0, x0q ´ Btvpt0, x0q ď 0 (矛盾). 負の最

小値をとるとしてもやはり矛盾が導かれる. よって v “ 0, すなわち u “ 0 となり,

一意性が示された.
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2 1次元の波動方程式

1次元波動方程式の初期・境界値問題
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B2u

Bt2
“ c2

B2u

Bx2
pt ą 0, x P Rq ¨ ¨ ¨ 4© (波動方程式)

up0, xq “ apxq,
Bu

Bt
“ bpxq px P Rq ¨ ¨ ¨ 5© (初期条件)

upt,´8q “ upt,8q “ 0 pt ą 0q ¨ ¨ ¨ 6© (境界条件)

について考える. (定数 c ą 0は伝播速度を表す.)

まず, a “ 0の場合から始める. このとき, 4©, 5© を xで Fourier変換す
れば,

#

B2
t ûpt, ξq “ ´c2ξ2ûpt, ξq pt ą 0q

ûp0, ξq “ 0,
B

Bt
ûp0, ξq “ b̂pξq

6 ûpt, ξq “
sin cξt

cξ
b̂pξq
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ここで,
c

2

π

sin ctξ

ξ
“ χ̂r´ct,ctspξq (§2.1例 (1))

であったから,

ûpt, ξq “
1

c

c

π

2
χ̂r´ct,ctspξq b̂pξq “

1

2c
F

`

χr´ct,cts ˚ b
˘

pξq.

よって,

upt, xq “
1

2c

`

χr´ct,cts ˚ b
˘

pxq

“
1

2c

ż 8

´8

χr´ct,ctspx ´ yqbpyq dy “
1

2c

ż x`ct

x´ct

bpyq dy.

次に, 上で得た u “ upt, xq に対して v :“ Btu は

B2
t v “ c2B2

xv; vp0, xq “ bpxq, Btvp0, xq “ 0



2.4–9

を満たし,
vpt, xq “ Btupt, xq “

1

2

`

bpx ` ctq ` bpx ´ ctq
˘

.

以上より, (W)の解は

upt, xq “
1

2

`

apx ` ctq ` apx ´ ctq
˘

`
1

2c

ż x`ct

x´ct

bpyq dy ¨ ¨ ¨ p‹q

で与えられる (d’Alembertの公式).

定理 4.2 a, b が a P C2pRq, b P C1pRq; ap˘8q “ bp˘8q “ 0 を満たすと
き, (W)の一意解 u P C2pr0,8q ˆ Rq が存在し, d’Alembertの公式 p‹qで
与えられる.

［証］ a, b の条件より, p‹q で与えられる u “ upt, xq は C2pr0,8q ˆ Rq に属し,

(W)の解であることが容易に確かめられる. 以下, 一意性を示す. そのために,

epwq ” ept, x;wq :“
1

2

`

Btwpt, xq
2

` c2Bxwpt, xq
2
˘

pw P C2
pr0,8q ˆ Rqq
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とおき, (W)の任意の解 u P C2pr0,8q ˆ Rq に対してエネルギー不等式
ż

|x´x0|ďcpT´tq

ept, x;uq dx ď

ż

|x´x0|ďcT

pa1
pxq

2
` c2bpxq

2
q dx

px0 P R, 0 ă t ă T ă 8q

を示す. (これが示されれば, a “ b “ 0 ñ u “ 0 となり, 解 u P C2pr0,8q ˆ Rq

の一意性が従う.) (W)の解 u に対して,

0 “ Btu
`

B
2
t u ´ c2B

2
xu

˘

“ Btepuq ´ c2Bx

`

Btu Bxu
˘

が成り立ち, これを台形 D “ tpt, xq; 0 ď t ď t1, |x ´ x0| ď T ´ t1u p0 ď t1 ď T q

上で積分すると, Greenの定理により,

0 “

żż

D

`

Btepuq ´ c2Bx

`

Btu Bxu
˘˘

dtdx “

ż

BD

`

c2Btu Bxu dt ` epuq dx
˘

“ 0.

右図のように C1, C2, C3, C4 をとれば, 上式において,

まず,
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ż

C1

t¨ ¨ ¨ u “ ´

ż

|x´x0|ďcT

ep0, x;uq dx

“ ´

ż

|x´x0|ďcT

pa1
pxq

2
` c2bpxq

2
q dx,

ż

C3

t¨ ¨ ¨ u “

ż

|x´x0|ďcpT´t1q

ept1, x;uq dx.

x

C1

C2

C3

C4

0

t

t1 T

x0 D

x0 + cT

x0 − cT

また, C2, C4 は

C2 :

"

t “ s
x “ cs ` x0 ´ cT

, C4 :

"

t “ t1 ´ s
x “ ´cpt1 ´ sq ` x0 ` cT

p0 ď s ď t1q
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とパラメータ表示できるから,

ż

C2

t¨ ¨ ¨ u “

ż t1

0

c
`

c Btu Bxu ` epuq
˘

ds ě 0,

ż

C4

t¨ ¨ ¨ u “

ż t1

0

c
`

´c Btu Bxu ` epuq
˘

ds ě 0.

ここでの不等号は, 不等式: |c Bxu Btu| ď 1
2

pBtu
2 ` c2 Bxu

2q “ epuq による. 従っ
て, 0 ă t1 ă T に対して,

ż

|x´x0|ďcpT´t1q

ept1, x;uq dx ď

ż

|x´x0|ďcT

pa1
pxq

2
` c2bpxq

2
q dx

が示され, 一意性の証明が終わる.


