
微分積分学第二 《期末試験》
2020. 2. 14 (Fri) 1 or 2限 実施

1 から 5 にある 16問のうちの 11問 (以上) および 6 に答えよ.

どういう順序で解答してもよい. 結果のみでなく, 計算の過程も書くこと.

1 次の重積分あるいは３重積分を計算せよ.

p1q
ĳ

D1

px ´ yq2 dxdy, D1 : 0 ď x ď 1, ´1 ď y ď 1.

p2q
ĳ

D2

cosp2x ` yq dxdy, D2 : 0 ď y ď x ď π

2
.

p3q
ĳ

D3

xe´y2

dxdy, D3 : x2 ď y ď 1, x ě 0

p4q
¡

D4

z2 dxdydz, D4 : x ě 0, y ě 0, z ě 0, x ` y ` z ď 1.

2 適当な変数変換を行うことにより, 次の重積分あるいは３重積分を計算せよ.

p5q
ĳ

E1

x2y dxdy, E1 : 0 ď x ď y, x2 ` y2 ď 1.

p6q
ĳ

E2

p2x ´ yq2
1 ` px ` yq4 dxdy, E2 : x ě 0, y ě 0, x ` y ď 1.

p7q
ĳ

E3

y dxdy, E3 : 曲線
"
x “ cos3 t
y “ sin3 t

p0 ď t ď πqと x軸が囲む部分.

p8q
¡

E4

xye´x2´y2´z2

px2 ` y2 ` z2q2 dxdydz, E4 : x ě 0, y ě 0, px, y, zq ‰ p0, 0, 0q.

3 次の線積分を計算せよ. 但し, (9)は弧長に関する線積分を表す.

p9q
ż

C1

x2y ds, C1 : 点 p1, 0qから点 p0, 1qに向かう線分.

p10q
ż

C2

pex ` y3q dx ´ x3dy, C2 : x2 ` y2 “ 1 (正の向きに 1周).

4 次の体積を求めよ.

p11q 2つの放物面 z “ x2 ` y2 と z “ 2x ´ x2 ´ y2 で囲まれた部分の体積 V1.

p12q 円錐面 z “ 1 ´
a
x2 ` y2 と xy平面で囲まれた部分と, 円柱 x2 ` y2 ď x の共通

部分の体積 V2.

p13q 空間の極座標 pr, θ,ϕqで表された曲面 r “ 1´ cos θ p0 ď θ ď πq で囲まれた部分
のうちで xy 平面より上にある部分の体積 V3.



5 次の面積を求めよ.

p14q 平面曲線 px2 ` y2q2 “ 2xy が囲む部分のうちで x ě 0の側にある部分の面積 S1.

p15q 半球面 z “
a
1 ´ x2 ´ y2 のうちで 円柱面 x2 ` y2 “ x の内側にある部分の面

積 S2.

p16q 地球を半径 R ą 0 の球と見なしたとき, 北緯 0 度から 60 度, かつ東経 0 度から
45度の範囲にある地表面の面積 S3.

6 関数 fpx, yq “ x ` 1

3
y3, gpx, yq “ x2 ´ y2 ` 3

2
について, 次の問いに答えよ.

(i) 曲線 gpx, yq “ 0 上の点のうちで, 条件「この点のまわりで gpx, yq “ 0

が x “ ψpyqの形の陰関数をもつ」を満たさないものは存在するか？ 存在する
ならそれらをすべて書き出し, 存在しないなら「存在しない」と記せ.

(ii) 曲線 gpx, yq “ 0上の点 pa, bqが (i)の条件を満たすとき, 陰関数 ψpyqの y “ b

における漸近展開

ψpyq “ c0 ` c1py ´ bq ` c2py ´ bq2 ` oppy ´ bq2q py Ñ bq

の係数 c0, c1, c2 を a, bの有理式
`
“ 多項式
多項式

˘
で表せ.

(iii) 点 px, yqが曲線 gpx, yq “ 0上を動くとき, fpx, yqの極値を考える. Lagrangeの
未定乗数法によって与えられる極値をとる点の候補をすべて挙げよ.

(iv) (iii)で求めた各点に対して, その点で極値をとるかどうかを調べよ. ただし, 「点
pa, bqで極大値 cをとる」「点 pa, bqで極小値 cをとる」「極値をとらない」という
形式で答えること.

クラス 4 /クラス 6 　担当：伊東（数学）



微分積分学第二《期末試験》【解答例】
2020. 2. 14 (Fri) 1 or 2限 実施

1 【(1)–(16)の配点】 各 7点 (11問より多く解答した場合は点数のよい方から 11問の点数を合計)

p1q 《与式》“
ż 1

0
dx

ż 1

´1
px ´ yq2 dy “

ż 1

0
dx

ż 1

´1
px2 ´ 2xy ` y2q dy

“ 2

ż 1

0
dx

ż 1

0
px2 ` y2q dy “ 2

ż 1

0

´
x2 ` 1

3

¯
dx “ 2

´1

3
` 1

3

¯
“ 4

3
.

0

x

y

1

1

−1
2番目の等号は x2, y2 が y について偶関数, xy が y について奇関数であることによる.

勿論, 展開せずに直接積分してもよい.

p2q 《与式》“
ż π{2

0
dx

ż x

0
cosp2x ` yq dy “

ż π{2

0

“
sinp2x ` yq

‰y“x

y“0
dx

“
ż π{2

0
psin 3x ´ sin 2xq dx “

”
´1

3
cos 3x ` 1

2
cos 2x

ıπ{2

0
“ 1

3
´ 1 “ ´2

3
.

0

x

y

π/2

π/2

勿論, 加法定理で展開してから積分してもよい.

p3q 《与式》“
ĳ

0ďxď?
y

0ďyď1

xe´y2

dxdy “
ż 1

0
dy

ż ?
y

0
xe´y2

dx “
ż 1

0

” 1

2
x2e´y2

ıx“?
y

x“0
dx

“ 1

2

ż 1

0
ye´y2

dy “ 1

2

”
´1

2
e´y2

ı1
0

“ 1

4

´
1 ´ 1

e

¯
.

0

x

y

1

1

p4q 《与式》“
¡

x`y`zď1
xě0,yě0,zě0

z2 dxdydz “
ĳ

x`yď1
xě0,yě0

dxdy

ż 1´x´y

0
z2 dz

“
ĳ

0ďyď1´x
0ďxď1

1

3
p1 ´ x ´ yq3 dxdy “ 1

3

ż 1

0
dx

ż 1´x

0
p1 ´ x ´ yq3 dy

“ 1

3

ż 1

0

”
´1

4
p1 ´ x ´ yq4

ıy“1´x

y“0
dx “ 1

12

ż 1

0
p1 ´ xq4 dx “ 1

60
.

0

x

y

1
1

z

1

0

【別法】Dpzq “ tpx, yq | x ` y ď 1 ´ z, x ě 0, y ě 0u (0 ď z ď 1) とおけば,

《与式》“
¡

x`y`zď1
xě0,yě0,zě0

z2 dxdydz “
ż 1

0
dz

ĳ

Dpzq
z2 dxdy “

ż 1

0
z2 ¨ (Dpzqの面積) dz

“ 1

2

ż 1

0
z2p1 ´ zq2 dz “ 1

2

ż 1

0
pz2 ´ 2z3 ` z4q dz “ 1

2

´1

3
´ 1

2
` 1

5

¯
“ 1

60
.

2 p5q x “ r cos θ, y “ r sin θ (平面の極座標) とおけば,
Bpx, yq
Bpr, θq “ r. この変数変換により E1 は 0 ď r ď 1,

π{4 ď θ ď π{2 に対応するから,

《与式》“
ĳ

0ďrď1
π{4ďθďπ{2

pr cos θq2pr sin θq ¨ r drdθ “
ˆż 1

0
r4 dr

˙ˆż π{2

π{4
cos2 θ sin θ dθ

˙

“
” r5

5

ı1
0

¨
”

´1

3
cos3 θ

ıπ{2

π{4
“ 1

5
¨ 1
3

´ 1?
2

3̄
“ 1

30
?
2

“
?
2

60
.

0

x

y

1

1

π

4

p6q u “ x ` y, v “ 2x ´ y とおけば, x “ u ` v

3
, y “ 2u ´ v

3
,

Bpx, yq
Bpu, vq “

ˇ̌
ˇ̌
1
3

1
3

1
3 ´ 2

3

ˇ̌
ˇ̌ “ ´1

3
. このとき E2 は 0 ď u ď 1,

´u ď v ď 2u に対応する (三角形の頂点に注目せよ)から,

y

x

1

1

0

v

u

1

2

0

−1



《与式》“
ĳ

0ďuď1
´uďvď2u

v2

1 ` u4
¨ 1
3
dudv “ 1

3

ż 1

0
du

ż 2u

´u

v2

1 ` u4
dv

“ 1

3

ż 1

0

” 1

3

v3

1 ` u4

ıv“2u

v“´u
du “ 1

9

ż 1

0

9u3

1 ` u4
du “

” 1

4
logp1 ` u4q

ı1
0

“ 1

4
log 2 .

p7q この曲線 (astroidの一部)を y “ fpxq (0 ď x ď 1) と表せば,

《与式》“
ż 1

´1
dx

ż fpxq

0
y dy “

ż 1

´1

fpxq2
2

dx “ 1

2

ż 0

π
y2

dx

dt
dt

“ 1

2

ż 0

π
psin3 tq2 ¨ p´3 cos2 t sin tq dt “ 3

2

ż π

0
cos2 t sin7 t dt

“ 3

ż π{2

0
psin7 t ´ sin9 tq dt “ 3

´
1 ´ 8

9

¯6 ¨ 4 ¨ 2
7 ¨ 5 ¨ 3 “ 16

105
.

y

x

0

1

1−1

【別法】 x “ s cos3 t, y “ s sin3 t (0 ď s ď 1, 0 ď t ď π) で変数変換する.
Bpx, yq
Bps, tq “ 3s cos2 t sin2 t より,

《与式》“
ĳ

0ďsď1
0ďtďπ

s sin3 t ¨ 3s cos2 t sin2 t dsdt “
ˆż 1

0
3s2 ds

˙ˆż π

0
cos2 t sin5 t dt

˙
“ 16

105
.

p8q x “ r sin θ cosϕ, y “ r sin θ sinϕ, z “ r cos θ (空間の極座標)とおけば,
Bpx, y, zq
Bpr, θ,ϕq “ r2 sin θ. この変数変換

により E4 は 0 ď r ă 8, 0 ď θ ď π, 0 ď ϕ ď π{2 に対応するから,

《与式》“
¡

0ďră8
0ďθďπ

0ďϕďπ{2

pr sin θ cosϕqpr sin θ sinϕq e´r2

r4
¨ r2 sin θ drdθdϕ

“
ˆż 8

0
e´r2 dr

˙ˆż π

0
sin3 θ dθ

˙ˆż π{2

0

1

2
sin 2ϕ dϕ

˙
“

?
π

2
¨

´
2 ¨ 2

3

¯
¨ 1
2

“
?
π

3
.

3 p9q 有向線分 C1 は x “ xptq :“ 1 ´ t, y “ yptq :“ t p0 ď t ď 1q とパラメータ表示される. よって,

《与式》“
ż 1

0
xptq2yptq

a
x1ptq2 ` y1ptq2 dt “

ż 1

0
p1 ´ tq2t ¨

?
2 dt

“
?
2

ż 1

0
pt ´ 2t2 ` t3q dt “

?
2

´1

2
´ 2

3
` 1

4

¯
“ 1

6
?
2

“
?
2

12
.

0

x

y

1

1

p10q 曲線 C2 で囲まれた閉領域 x2 ` y2 ď 1 を D と表せば, ex ` y3, ´x3 はともに D

上で C1 級であるから, Greenの定理により

《与式》“
ĳ

D

! B
Bx p´x3q ´ B

By pex ` y3q
)
dxdy “ ´3

ĳ

D
px2 ` y2q dxdy

右辺の積分を極座標変換して,　

“ ´3

ĳ

0ďrď1
0ďθď2π

r2 ¨ rdrdθ “ ´3 ¨ 2π
ż 1

0
r3 dr “ ´3π

2
.

0

x

y

1

1

【別法】 曲線 C2 は x “ xptq :“ cos t, y “ yptq :“ sin t p0 ď t ď 2πq と媒介変数表示されるので,

《与式》“
ż 2π

0
tpexptq ` yptq3qx1ptq ´ xptq3y1ptqu dt “

ż 2π

0
tpecos tq1 ´ psin4 t ` cos4 tqu dt.

ここで, sin4 t ` cos4 t “ pcos2 t ` sin2 tq2 ´ 2 cos2 t sin2 t “ 1 ´ 1
2 sin

2 2t “ 1
4 p3 ` cos 4tq であるから,

《与式》“
”
ecos t ´ 1

4

´
3t ` 1

4
sin 4t

¯ ı2π
0

“ ´3π

2
.



4 p11q 2曲面の交線は z “ x2 ` y2 “ 2x´ x2 ´ y2 と表される. これより, x, yのみの関係式 x2 ` y2 “ x (交線を
xy 平面に正射影した図形, ここでは中心 p1{2, 0q, 半径 1{2の円)が得られる. よって, 考えている部分は閉領
域 x2 ` y2 ď x (ô px ´ 1{2q2 ` y2 ď p1{2q2) 上で定義された 2つの関数 z “ x2 ` y2, z “ 2x ´ x2 ´ y2

のグラフで挟まれた部分である (右下図). 従って,

V1 “
¡

x2`y2ďx
x2`y2ďzď2x´x2´y2

dxdydz “
ĳ

x2`y2ďx
tp2x ´ x2 ´ y2q ´ px2 ` y2qu dxdy

“
ĳ

x2`y2ďx
2px ´ x2 ´ y2q dxdy “ 2

ĳ

px´1{2q2`y2ďp1{2q2

!´1

2

2̄
´

´
x ´ 1

2

2̄
´ y2

)
dxdy.

ここで, 点 p1{2, 0qを中心とする極座標 pr, θqを用いて, x ´ 1{2 “ r cos θ, y “ r sin θ と変換すれば,

V1 “ 2

ĳ

0ďrď1{2
0ďθď2π

´1

4
´ r2

¯
¨ r drdθ “

ˆż 1{2

0

´r

2
´ 2r3

¯
dr

˙ˆż 2π

0
dθ

˙
“ π

16
.

あるいは, 通常の極座標 pr, θqを用いて, x2 ` y2 “ x が r “ cos θ p´π{2 ď θ ď π{2q と表されるので,

V1 “ 2

ĳ

0ďrďcos θ
´π{2ďθďπ{2

pr cos θ ´ r2q r drdθ “ 2

ż π{2

´π{2

1

12
cos4 θ dθ “ 1

3

ż π{2

0
cos4 θ dθ “ π

16
.

p12q 考えている部分は閉領域 x2 ` y2 ď x 上で定義された 2 つの関数 z “ 0,

z “ 1 ´
a
x2 ` y2 のグラフで挟まれた部分であるから, その体積は

V2 “
¡

x2`y2ďx
0ďzď1´px2`y2q

dxdydz “
ĳ

x2`y2ďx
p1 ´

a
x2 ` y2 q dxdy

x2 ` y2 ď x は極座標を用いて 0 ď r ď cos θ, ´π{2 ď θ ď π{2 と表される
から,

“
ĳ

0ďrďcos θ
´π{2ďθďπ{2

p1 ´ rqr drdθ “
ż π{2

´π{2

” r2

2
´ r3

3

ır“cos θ

r“0
dθ

“ 2

ż π{2

0

´cos2 θ

2
´ cos3 θ

3

¯
dθ “ 2

2
¨ 1
2

π

2
´ 2

3
¨ 2
3

“ π

4
´ 4

9
.

p13q 考えている空間図形を D と表せば, 空間の極座標変換を用いて,

V3 “
¡

D
dxdydz “

¡
0ďrď1´cos θ

0ďθďπ{2
0ďϕď2π

r2 sin θ drdθdϕ

“
ˆĳ

0ďrď1´cos θ
0ďθďπ{2

r2 sin θ drdθ

˙ˆż 2π

0
dϕ

˙
“ 2π

ż π{2

0
dθ

ż 1´cos θ

0
r2 sin θ dr

“ 2π

ż π{2

0

1

3
p1 ´ cos θq3 sin θ dθ cos θ“u“ 2π

3

ż 1

0
p1 ´ uq3 du “ 2π

3
¨ 1
4

“ π

6
.

5 p14q この曲線を平面の極座標 pr, θq で表せば pr2q2 “ 2pr cos θqpr sin θq “ r2 sin 2θ, す
なわち r “

?
sin 2θ, sin 2θ ě 0. x ě 0 の範囲では 0 ď θ ď π{2 であるから, 曲線

は r “
?
sin 2θ p0 ď θ ď π{2q と表される. 考えているのはこの曲線が囲む部分で

あるから, その面積は

S1 “ 1

2

ż π{2

0

`?
sin 2θ

2̆
dθ “

ż π{2

0
sin 2θ dθ “

”
´1

2
cos 2θ

ıπ{2

0
“ 1

2
.

y

x0

p15q 考えている部分は (平面の)閉領域 x2 ` y2 ď x 上で定義された関数 z “
a
1 ´ x2 ´ y2 のグラフである. こ

こで,
d´dz

dx

2̄
`

´dz

dy

2̄
` 1 “

d´ ´xa
1 ´ x2 ´ y2

2̄
`

´ ´ya
1 ´ x2 ´ y2

2̄
` 1 “ 1a

1 ´ x2 ´ y2



であるから, 求める面積は極座標変換を用いることにより,

S2 “
ĳ

x2`y2ďx

dxdya
1 ´ x2 ´ y2

“
ĳ

0ďrďcos θ
´π{2ďθďπ{2

r drdθ?
1 ´ r2

“
ż π{2

´π{2
dθ

ż cos θ

0

r dr?
1 ´ r2

“
ż π{2

´π{2

”
´

a
1 ´ r2

ır“cos θ

r“0
dθ

“
ż π{2

´π{2
p1 ´ |sin θ| q dθ “ 2

ż π{2

0
p1 ´ sin θq dθ “ π ´ 2 .

p16q 考えている地表面の部分は r “
»

–
R sin θ cosϕ
R sin θ sinϕ

R cos θ

fi

fl (π{6 ď θ ď π{2, 0 ď ϕ ď π{4) と表される. このとき,

Br
Bθ ˆ Br

Bϕ “
»

–
R cos θ cosϕ
R cos θ sinϕ

´R sin θ

fi

flˆ
»

–
´R sin θ sinϕ
R sin θ cosϕ

0

fi

fl “ R2 sin θ

»

–
sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

fi

fl,
ˇ̌
ˇ
Br
Bθ ˆ Br

Bϕ
ˇ̌
ˇ “ R2 sin θ

であるから, 求める面積は

S3 “
ĳ

π{6ďθďπ{2
0ďϕďπ{4

ˇ̌
ˇ
Br
Bθ ˆ Br

Bϕ
ˇ̌
ˇ dθdϕ “

ˆż π{2

π{6
R2 sin θ dθ

˙ˆż π{4

0
dθ

˙

“ πR2

4

”
´ cos θ

ıπ{2

π{6
“

?
3

8
πR2 .

6 【配点】 3 ` 6 ` 6 ` 8 “ 23点
(i) 点 pa, bq が曲線 gpx, yq “ 0 上にあるとき, gxpa, bq “ 2a ‰ 0 であれば, この点の近傍で gpx, yq “ 0 は

x “ ψpyqの形の陰関数をもつ. よって, この形の陰関数をもたないなら, a “ 0, gp0, bq “ ´b2 ` 3
2 “ 0 より

pa, bq “
´
0,˘

?
6
2

¯
. (これらの点の近傍では gpx, yq “ 0 は y “ ˘

b
x2 ` 3

2 と表され, 確かに x “ ψpyqの
形の陰関数はもち得ない.)

(ii) x2 ´ y2 ` 3
2 “ 0 (x “ ψpyq) を y で微分する ( 1 “ d

dy ).

• 1回微分して, xx1 ´ y “ 0 (2で割った). よって, x1 “ y

x
となり, ψ1pbq “ b

a
.

• もう 1回微分して, px1q2 ` xx2 ´ 1 “ 0. よって,

x2 “ 1 ´ px1q2
x

“ 1 ´ py{xq2
x

“ x2 ´ y2

x3
“ ´ 3

2x3
. これより, ψ2pbq “ a2 ´ b2

a3
“ ´ 3

2a3
.

従って, ψpyqの y “ bにおける漸近展開の係数は

c0 “ ψpbq “ a , c1 “ ψ1pbq “ b

a
, c2 “ 1

2
ψ2pbq “ ´ 3

4a3
.

(iii) F px, y,λq “ fpx, yq ´ λgpx, yq “ x ` 1
3y

3 ´ λpx2 ´ y2 ` 3
2 q とおいて,

$
&

%

Fx “ 1 ´ 2λx “ 0
Fy “ y2 ` 2λy “ 0
Fλ “ ´px2 ´ y2 ` 3

2 q “ 0

を解くことで極値を与える点の候補が得られる. まず, 第 2式より ypy ` 2λq “ 0. 第 3式より y “ 0とはな
り得ないので, y “ ´2λ p‰ 0q. また, 第 1式より x “ 1{2λ. これらを第 3式に代入して整理すれば,

16λ4 ´ 6λ2 ´ 1 “ p8λ2 ` 1qp2λ2 ´ 1q “ 0. 6 λ “ ˘ 1?
2
.

よって, px, y,λq “ p˘ 1?
2
,¯

?
2,˘ 1?

2
q が解となり, 極値を与える点の候補は

´ 1?
2
,´

?
2

¯
,

´
´ 1?

2
,
?
2

¯
.

(iv) 上で選んだ点 pa, bq の近傍で定まる陰関数 x “ ψpyq を用いて hpyq :“ ψpyq ` 1
3y

3 と定め, hpyq が x “ b

で極値 (極大値 or 極小値) をとるか調べればよい. h1pyq “ ψ1pyq ` y2, h2pxq “ ψ2pyq ` 2y に注意して,



• 点 p 1?
2
,´

?
2 qにおいて： ψp´

?
2 q “ 1?

2
, ψ1p´

?
2 q “ ´2, ψ2p´

?
2 q “

´3
?
2 より, hp´

?
2 q “ ´

?
2
6 , h1p´

?
2 q “ 0, h2p´

?
2 q “ ´5

?
2 ă 0.

よって, 点
´

1?
2
,´

?
2

¯
で極大値 ´

?
2
6
をとる.

• 点 p´ 1?
2
,
?
2 qにおいて：ψp

?
2 q “ ´ 1?

2
, ψ1p

?
2 q “ ´2, ψ2p

?
2 q “ 3

?
2

より, hp
?
2 q “

?
2
6 , h1p

?
2 q “ 0, h2p

?
2 q “ 5

?
2 ą 0. よって,

点
´

´ 1?
2
,
?
2

¯
で極小値

?
2
6
をとる.
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人 数 平均点 標準偏差 最高点
クラス 4 57 51.4 18.9 100
クラス 6 57 49.6 19.9 95

1年合計 114 50.5 19.4 100

再履 12 36.3 12.4 59


