
微分積分学第二 【中間試験】
2014. 12. 19/22 (Fri/Mon) 実施

1 次の問いに答えよ.

p1q 2 変数関数 fpx, yq “ Tan´1 y

x
px ‰ 0q に対して, 1 変数関数 fp2t, 1 ´ t2q の導関数

d

dt
fp2t, 1 ´ t2q を計算せよ.

p2q 2変数関数 gpt, xq “ 1?
4πt

e´ x2

4t (t ą 0) に対して, gt ´ gxx を計算せよ.

p3q 関数 z “ hprq (r ą 0) は, r “
a
x2 ` y2 (px, yq ‰ p0, 0q) と合成することにより, px, yq

の関数と見なされる. このとき,
Bz
Bx ,

B2z

BxBy を
dz

dr
,
d2z

dr2
を用いて表せ.

2 関数 z “ fpx, yq は, 極座標変換
"
x “ r cos θ
y “ r sin θ

により, r, θ の関数と見ることができる.

p1q x, y の r, θ に関する 　
ヤコビ

Jacobi　行列 および 　
ヤコビアン

Jacobian　 を定義に従って計算せよ.

p2q Bz
Br ,

Bz
Bθ を

Bz
Bx ,

Bz
By を用いて表せ.

p3q Bz
Bx ,

B2z

BxBy を
Bz
Br ,

Bz
Bθ ,

B2z

Br2 ,
B2z

BrBθ ,
B2z

Bθ2 を用いて表せ.

3 関数 gpx, yq “ xpx2 ` 2y2 ´ 6q について次の問いに答えよ.

p1q xyz 空間の曲面 z “ gpx, yq の点 p´1, 2,´3q における接平面および法線の方程式を求めよ.

p2q 関数 gpx, yqの停留点をすべて求めよ．
p3q 関数 gpx, yqの極値を求めよ．

4 xy 平面の曲線 xy2 ´ x3y ´ 2 “ 0 が点 p1,´1q の近傍で定める陰関数を y “ ϕpxq とする.

p1q 曲線 y “ ϕpxq の点 p1,´1qにおける接線および法線の方程式を求めよ.

p2q 関数 ϕpxq の x “ 1 における　
テーラー
Taylor　展開

ϕpxq “ c0 ` c1px ´ 1q ` c2px ´ 1q2 ` ¨ ¨ ¨

の係数 c0, c1, c2 を求めよ.

5 関数 fpx, yq “ xy の条件 2x2 ` y2 “ 1 の下での極値を考える.

p1q 　ラグランジュLagrange　の未定乗数法により得られる極値点 (極値をとる点)の候補をすべて挙げよ.

p2q 閉曲線 2x2 ` y2 “ 1の上で fpx, yqは必ず最大値と最小値をとる. この考察と (1)の結果か
ら極値を決定せよ.
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微分積分学第二 【中間試験】《解答例》 2014. 12. 19/22 (Fri/Mon) 実施

1 【配点】 8 ` 8 ` 10 “ 26

p1q fpx, yq “ Tan´1 y
x の偏導関数は

fxpx, yq “ 1

1 ` p y
x q2 ¨ ´y

x2
“ ´y

x2 ` y2
, fypx, yq “ 1

1 ` p y
x q2 ¨ 1

x
“ x

x2 ` y2
.

よって, 合成関数の微分公式を用いて,

d

dt
fp2t, 1 ´ t2q “ fxp2t, 1 ´ t2q ¨ 2 ` fyp2t, 1 ´ t2q ¨ p´2tq

“ ´p1 ´ t2q
p2tq2 ` p1 ´ t2q2 ¨ 2 ` 2t

p2tq2 ` p1 ´ t2q2 ¨ p´2tq “ ´2 ´ 2t2

p1 ` t2q2 “ ´2

1 ` t2
.

p2q gpx, tq “ 1?
4πt

e´ x2

4t “ 1?
4π

t´ 1
2 e´ x2

4t より,

gtpx, tq “ 1?
4π

´
´ 1

2
t´ 3

2 ` t´ 1
2 ¨ x2

4t2

¯
e´ x2

4t “ 1?
4πt

´2t ` x2

4t2
e´ x2

4t ,

gxxpx, tq “ B
Bx

!
1?
4πt

´
´ x

2t

¯
e´ x2

4t

)
“ 1?

4πt

!
´ 1

2t
`

´
´ x

2t

2̄)
e´ x2

4t “ 1?
4πt

´2t ` x2

4t2
e´ x2

4t .

よって, gt ´ gxx “ 0 .

p3q まず, 合成関数の微分の公式を用いて,

Bz
Bx “ dz

dr

Br
Bx ,

B2z

BxBy “ B
By

´ dz

dr

Br
Bx

¯
“ B

By
´ dz

dr

¯ Br
Bx ` dz

dr

B2r

BxBy “ d2z

dr2
Br
Bx

Br
By ` dz

dr

B2r

BxBy .

ここで, r “
a
x2 ` y2 “ px2 ` y2q 1

2 より,

Br
Bx “ 1

2
px2 ` y2q´ 1

2 ¨ 2x “ xpx2 ` y2q´ 1
2 “ x

r
,

Br
Bx “ y

r
,

B2r

BxBy “ B
By

´ Br
Bx

¯
“ x ¨

`
´ 1

2

˘
px2 ` y2q´ 3

2 ¨ 2y “ ´xypx2 ` y2q´ 3
2 “ ´ xy

r3
.

以上より,

Bz
Bx “ x

r

dz

dr
,

B2z

BxBy “ x

r

y

r

d2z

dr2
´ xy

r3
dz

dr
“ xy

r2

´ d2z

dr2
´ 1

r

dz

dr

¯
.

2 【配点】 8 ` 8 ` 10 “ 26

p1q px, yqの pr, θqに関する Jacobi行列は
˜ Bx

Br
Bx
Bθ

By
Br

By
Bθ

¸
“

ˆ
cos θ ´r sin θ

sin θ r cos θ

˙
.

対応する Jacobian (“ Jacobi行列式)は Bpx, yq
Bpr, θq “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

Bx
Br

Bx
Bθ

By
Br

By
Bθ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌ cos θ ´r sin θ

sin θ r cos θ

ˇ̌
ˇ̌ “ r .

p2q
´ Bz

Br ,
Bz
Bθ

¯
“

´ Bz
Bx ,

Bz
By

¯̃ Bx
Br

Bx
Bθ

By
Br

By
Bθ

¸
“

´ Bz
Bx ,

Bz
By

¯ˆ
cos θ ´r sin θ

sin θ r cos θ

˙
より,

Bz
Br “ cos θ

Bz
Bx ` sin θ

Bz
By ,

Bz
Bθ “ ´r sin θ

Bz
Bx ` r cos θ

Bz
By .

p3q (2)より
´ Bz

Bx ,
Bz
By

¯
“

´ Bz
Br ,

Bz
Bθ

¯̂ cos θ ´r sin θ

sin θ r cos θ

˙́ 1

“
´ Bz

Br ,
Bz
Bθ

¯̃ cos θ sin θ

´ sin θ
r

cos θ
r

¸
であるから,

Bz
Bx “ cos θ

Bz
Br ´ sin θ

r

Bz
Bθ ,

Bz
By “ sin θ

Bz
Br ` cos θ

r

Bz
Bθ .



更に, これを用いて,

B2z

BxBy “ B
Bx

´ Bz
By

¯
“

´
cos θ

B
Br ´ sin θ

r

B
Bθ

¯´
sin θ

Bz
Br ` cos θ

r

Bz
Bθ

¯

“ cos θ
B
Br

´
sin θ

Bz
Br ` cos θ

r

Bz
Bθ

¯
´ sin θ

r

B
Bθ

´
sin θ

Bz
Br ` cos θ

r

Bz
Bθ

¯

“ cos θ
´
sin θ

B2z

Br2 ´ cos θ

r2
Bz
Bθ ` cos θ

r

B2z

BrBθ
¯

´ sin θ

r

´
cos θ

Bz
Br ` sin θ

B2z

BrBθ ´ sin θ

r

Bz
Bθ ` cos θ

r

B2z

Bθ2
¯

“ cos θ sin θ
B2z

Br2 ` cos2 θ ´ sin2 θ

r

B2z

BrBθ ´ cos θ sin θ

r2
B2z

Bθ2 ´ cos θ sin θ

r

Bz
Br ´ cos2 θ ´ sin2 θ

r2
Bz
Bθ

“ cos θ sin θ
´ B2z

Br2 ´ 1

r2
B2z

Bθ2
¯

` cos2 θ´ sin2 θ

r

B2z

BrBθ ´ cos θ sin θ

r

Bz
Br ´ cos2 θ´ sin2 θ

r2
Bz
Bθ ,

or cos θ sin θ
´ B2z

Br2 ´ 1

r2
B2z

Bθ2 ´ 1

r

Bz
Br

¯
` pcos2 θ ´ sin2 θq

´ 1

r

B2z

BrBθ ´ 1

r2
Bz
Bθ

¯
,

or
xy

x2 ` y2

´ B2z

Br2 ´ 1

r2
B2z

Bθ2 ´ 1

r

Bz
Br

¯
` x2 ´ y2

x2 ` y2

´ 1

r

B2z

BrBθ ´ 1

r2
Bz
Bθ

¯
.

3 【配点】 p4 ` 3q ` 6 ` 8 “ 21

まず gpx, yq “ xpx2 ` 2y2 ´ 6q “ x3 ` 2xy2 ´ 6x の 2次 (“ 2階)までの偏導関数を計算しておく :

gxpx, yq “ 3x2 ` 2y2 ´ 6, gypx, yq “ 4xy,

gxxpx, yq “ 6x, gxypx, yq “ gyxpx, yq “ 4y, gyypx, yq “ 4x.

p1q gxp´1, 2q “ 5, gyp´1, 2q “ ´8 より, p´1, 2,´3qにおける接平面の方程式は
z ` 3 “ 5px ` 1q ´ 8py ´ 2q. 6 z “ 5x ´ 8y ` 18 por 5x ´ 8y ´ z ` 18 “ 0 q.

この平面は p5,´8,´1qを法線ベクトルとするので, p´1, 2,´3qにおける法線の方程式は

x ` 1

5
“ y ´ 2

´8
“ z ` 3

´1

ˆ
or

$
&

%

x “ ´1 ` 5t
y “ 2 ´ 8t
z “ ´3 ´ t

ptは媒介変数 q
˙
.

p2q g1px, yq “ p0, 0q, すなわち gxpx, yq “ gypx, yq “ 0 を満たす点 px, yq が g の停留点である.

gxpx, yq “ 3x2 ` 2y2 ´ 6 “ 0, gypx, yq “ 4xy “ 0 pô x “ 0 or y “ 0q

を解くことにより, g の停留点は,
`
0, ˘

?
3

˘
,

`
˘

?
2, 0

˘
.

p3q g2px, yq “
ˆ
6x 4y
4y 4x

˙
を用いて, g の各停留点で極値の判定を行う. (以下, 複号同順)

• p0,˘
?
3 q において, g2p0,˘

?
3 q “

ˆ
0 ˘4

?
3

˘4
?
3 0

˙
より, det g2p˘

?
3, 0q “ ´48 ă 0. よって,

p˘
?
3, 0qは g の鞍点となり, 極値をとらない.

• p˘
?
2, 0q において, g2p˘

?
2, 0q “

ˆ˘6
?
2

0 ˘4
?
2

˙
より, det g2p˘

?
2, 0q “ 48 ą 0. よって,

gxxp˘
?
2, 0q “ ˘6

?
2 ż 0 および gp˘

?
2, 0q “ ¯4

?
2 に注意して, g は

p
?
2, 0q で 極小値 ´4

?
2 をとり, p´

?
2, 0q で 極大値 4

?
2 をとる.

4 【配点】 p4 ` 3q ` 8 “ 15

fpx, yq “ xy2 ´ x3y ´ 2 とおけば, fypx, yq “ 2xy ´ x3. fp1,´1q “ 0, fyp1,´1q “ ´3 ‰ 0 であるから, 確
かに fpx, yq “ 0は点 p1,´1q の近傍で陰関数 y “ ϕpxq を定める. xy2 ´ x3y ´ 2 “ 0 (y “ ϕpxq) を xで微
分して (xでの微分を 1 で表す),

y2 ` 2xyy1 ´ 3x2y ´ x3y1 “ 0, p2xy ´ x3qy1 ` y2 ´ 3x2y “ 0. 6 y1 “ ´ y2 ´ 3x2y
2xy ´ x3

.



もう 1度, 両辺を x で微分して,

p2xy ´ x3qy2 ` p2y ` 2xy1 ´ 3x2qy1 ` 2yy1 ´ 6xy ´ 3x2y1 “ 0,

p2xy ´ x3qy2 ` p4y ´ 6x2 ` 2xy1qy1 ´ 6xy “ 0. 6 y2 “ ´ p4y ´ 6x2 ` 2xy1qy1 ´ 6xy
2xy ´ x3

.

よって, ϕp1q “ ´1 に注意して, ϕ1p1q “ ´ 1 ` 3
´2 ´ 1

“ 4
3
, ϕ2p1q “ ´

`´4 ´ 6 ` 8
3

˘
4
3 ` 6

´2 ´ 1
“ ´ 34

27
. これを用

いて問題に答える.

p1q 接線の方程式は y ` 1 “ ϕ1p1qpx ´ 1q “ 4
3

px ´ 1q, 整理して y “ 4
3
x ´ 7

3
(or 4x ´ 3y ´ 7 “ 0 ). ま

た, 法線の方程式は y ` 1 “ ´ 3
4

px ´ 1q, すなわち y “ ´ 3
4
x ´ 1

4
(or 3x ` 4y ` 1 “ 0 ).

p2q Taylor展開の係数は, c0 “ ϕp1q “ ´1 , c1 “ ϕ1p1q “ 4

3
, c2 “ 1

2!
ϕ2p1q “ ´ 17

27
.

5 【配点】 8 ` 4 “ 12

p1q まず, gpx, yq :“ 2x2 ` y2 ´ 1 に対して, 曲線 gpx, yq “ 0 上では g1 “ p4x, 2yq ‰ p0, 0q であることに注
意する. よって, F px, y,λq “ xy ´ λp2x2 ` y2 ´ 1q とおいたとき,

$
’&

’%

Fxpx, y,λq “ y ´ 4λx “ 0,

Fypx, y,λq “ x ´ 2λy “ 0,

Fλpx, y,λq “ ´p2x2 ` y2 ´ 1q “ 0

の解 px, yq が極値点 (“極値をとる点)の候補となる. 最初の 2式より,

ˆ´4λ 1
1 ´2λ

˙̂
x
y

˙
“

ˆ
0
0

˙
. 更に,

第 3式より px, yq ‰ p0, 0q であるから,
ˇ̌
ˇ̌ ´4λ 1

1 ´2λ

ˇ̌
ˇ̌ “ 8λ2 ´ 1 “ 0, すなわち λ “ ˘ 1

2
?
2

が得られる. (第 1式から y “ 4λx, これを第 2式に代入して xp1 ´ 8λ2q “ 0. x “ 0なら y “ 0となり第
3式が成り立ち得ない.... というように議論してもよい.) これより,

px, y,λq “
´

˘ 1
2
, ˘ 1?

2
,

1

2
?
2

¯
,

´
˘ 1

2
, ¯ 1?

2
, ´ 1

2
?
2

¯
(複号同順).

従って, Lagrangeの未定乗数法による極値点の候補は次の 4点 :
´

˘ 1
2
, ˘ 1?

2

¯
,

´
˘ 1

2
, ¯ 1?

2

¯
.

p2q 2x2 ` y2 “ 1 は閉曲線であるから, 上の 4点における xy の値を知れば, この閉曲線を一周する間の xy の
増減が分かり, 極大値・極小値とそれを与える点を決定することができる. (あるいは次のように考えても
よい: 閉曲線 2x2 ` y2 “ 1 上で fpx, yq は必ず最大値, 最小値をとり, それらは明らかにそれぞれ極大値,

極小値となる.) よって, f
´

˘ 1
2
, ˘ 1?

2

¯
“ 1

2
?
2
, f

´
˘ 1

2
, ¯ 1?

2

¯
“ ´ 1

2
?
2
より, 関数 fpx, yq “ xy は

条件 2x2 ` y2 “ 1 の下で
´

˘ 1
2
, ˘ 1?

2

¯
で 極大値 1

2
?
2
をとり,

´
˘ 1

2
, ¯ 1?

2

¯
で 極小値 ´ 1

2
?
2
をとる.
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クラス 6

クラス 3 人 数 平均点 最高点
１年 60 63.4 100
再履 21 42.2 77

全体 81 59.4 100

クラス 6 人 数 平均点 最高点
１年 57 65.6 98
再履 5 35.2 62

全体 61 63.2 98

クラス 6/クラス 3 　担当：伊東（数学）


