
解 析 学 【期末試験】 2018. 2. 16 (Fri) 実施

1 次の微分方程式を解け.

(1)
dy

dx
“ ´2xy2 (2)

dy

dx
“ 2x ` y ` 1

(3)
dy

dx
´ 2xy “ x (4)

dy

dx
´ y “ xy2 (Bernoulliの微分方程式)

2 １階微分方程式 px ` yq
dy

dx
´ x ` y “ 0 について次の問いに答えよ.

p1q p´x ` yq dx ` px ` yq dy “ 0 と変形したとき, これが完全微分形であることを示し, それ
に即した解法で一般解を求めよ.

p2q 同次形の方程式に変形できることを示し, それに即した解法で一般解を求めよ.

3 次の y “ ypxq を未知関数とする定数係数線形微分方程式について, ① 対応する斉次方程式の
基本解, ② 与えられた方程式の特殊解, ③ 与えられた方程式の一般解, をこの順に求めよ.

p1q y1 ` 3y “ xe´2x

p2q 2y2 ´ y1 ´ 3y “ e´x

p3q y3 ´ y “ ex sinx

4 u “ uptq を未知関数とする 2階微分方程式

u2 ` au “ cos t ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ⓘ

について考える. ここで, a は実定数とする.

(1) a ą 0, a “ 0, a ă 0 の場合に分けて, ⓘ に対応する斉次方程式の基本解を求めよ.

(2) a ‰ 1, a “ 1 の場合に分けて, ⓘ の特殊解を求めよ.

(3) ⓘ の一般解を求めよ.

5 v “ vptq を未知関数とする 1階微分方程式の初期値問題

v1 “ ´1 ´ |v|v pt ě 0q, vp0q “ 1 (|v|は v の絶対値を表す)

を考える. この問題の解 v “ vptq (存在と一意性は講義で述べた定理で保証される) に対して,

vpt1q “ 0を満たす t1 ą 0が存在し, vptqは 0 ď t ă t1 で正, t ą t1 で負となる. このことを
知って, 次の問いに答えよ.

p1q 0 ď t ď t1 で |v| “ v となることに注意して, 0 ď t ď t1 での vptq と t1の値 を求めよ.

p2q t ě t1 で |v| “ ´v となることに注意して, t ě t1 での vptq を求めよ.

クラス 8 & 12 (担当：伊東)



解析学 【期末試験】 《解答例》 2018. 2. 16 (Fri) 実施

(110点満点, 100点以上は切り捨て)

1 (7 ˆ 4 “ 28点)

1階微分方程式のうち, 変数分離形, 1階線形微分方程式, 　
ベ ル ヌ ー イ
Bernoulli　の微分方程式の問題である. 解法を大雑把に

復習すると,

• 変数分離形： dy

dx
“ fpxqgpyq. 一般解は

ż

dy

gpyq
“

ż

fpxq dx ` C (C は任意定数) で与えられる. また,

gpαq “ 0を満たす定数 αが存在すれば, 定数関数 y “ αも解となる (この解は特異解となる場合がある).

• 1階線形微分方程式： dy

dx
` ppxqy “ qpxq. ppxqの不定積分 (の 1つ)を P pxq “

ż

ppxq dx (積分定数は勝

手に選んでよい) とおけば, 一般解は y “ e´P pxq
´

ż

eP pxqqpxq dx ` C
¯

(C は任意定数) で与えられる. な

お, 1階線形微分方程式には特異解は現れない.

• Bernoulliの微分方程式： dy

dx
` ppxqy “ qpxqym pm P Z,m ‰ 0, 1q. z “ y1´m とおくことにより, z の 1

階線形微分方程式となる (m “ 0, 1なら既にそうなっている).

p1q
dy

dx
“ ´2xy2 は変数分離形. y ‰ 0 のとき,

ż

dy

y2
“ ´

ż

2x dx ` C より, ´
1

y
“ ´x2 ` C (C は任意定

数). よって, y “
1

x2 ` C1
(C1 :“ ´C). 一方, y “ 0 (定数関数) は明らかに解. 以上より, 求める解は

y “
1

x2 ` C1
(C1 は任意定数) および y “ 0 .

p2q z “ 2x ` y (x の関数) とおけば,
dz

dx
“ 2 `

dy

dx
“ 2 ` pz ` 1q “ z ` 3. z ‰ ´3 のとき,

ż

dz

z ` 3
“

ż

dx ` C より, log |z ` 3| “ x ` C (C は任意定数). よって, z ` 3 “ C1e
x (C1 :“ ˘eC ‰ 0) となり,

z “ ´3 ` C1e
x. また, z “ ´3 (定数関数)は C1 “ 0 の場合に他ならない. z “ 2x ` y であったから, 解は

y “ ´2x ´ 3 ` C1e
x (C1 は任意定数).

【別法 1】dy

dx
´y “ 2x`1と変形すれば, (定数係数)1階線形微分方程式. ppxq “ ´1, qpxq “ 2x`1とおいて,

P pxq :“

ż

ppxqdx “ ´x, e´P pxq “ ex,

ż

eP pxqqpxq dx “

ż

p2x`1qe´x dx “ ´p2x`1qe´x `

ż

2e´x dx “

´p2x` 3qe´x. 故に, 解は y “ ext´p2x` 3qe´x `Cu, すなわち y “ ´p2x ` 3q ` Cex (C は任意定数).

【別法 2】 定数係数線形微分方程式の解法を用いてもよい. まず, 対応する斉次方程式は, 特性多項式が
F ptq “ t ´ 1 であるから, 基本解 ex をもつ. 次に, 特殊解として 1

D ´ 1
p2x ` 1q “ ex

ż

e´xp2x ` 1q dx “

´p2x ` 3q をとり, 最後に一般解 y “ ´p2x ` 3q ` Cex (C は任意定数)を得る.

p3q
dy

dx
´ 2xy “ x は 1 階線形微分方程式. ppxq “ ´2x, qpxq “ x とおいて, P pxq :“

ż

ppxq dx “ ´x2,

e´P pxq “ ex
2

,

ż

eP pxqqpxq dx “

ż

xe´x2

dx “ ´
1

2
e´x2

. よって, 求める解は y “ ex
2
´

´
1

2
e´x2

` C
¯

, す

なわち y “ ´
1

2
` Cex

2

(C は任意定数).

【別法】 dy

dx
“ xp2y ` 1q と変形すれば, 変数分離形. y ‰ ´

1

2
のとき,

ż

dy

2y ` 1
“

ż

x dx ` C (C は

任意定数). これより,
1

2
log |2y ` 1| “

1

2
x2 ` C が導かれ, 2y ` 1 “ C1e

x2

(C1 :“ ˘e2C ‰ 0). 従っ

て y “ ´
1

2
` C1e

x2 を得る. 一方, y “ ´
1

2
(定数関数) は C1 “ 0 の場合に他ならない. よって, 解は

y “ ´
1

2
` C1e

x2

(C1 は任意定数).

p4q y1 ´ y “ xy2 は Bernoulli の微分方程式 (m “ 2). y ‰ 0 のとき, z “ y´1 (x の関数) とおけば,

z1 “ ´y´2y1 “ ´y´2py ` xy2q “ ´z ´ x より, z1 ` z “ ´x (1 階線形微分方程式). ここで, ppxq “ 1,

qpxq “ ´x とおいて, P pxq “

ż

ppxq dx “ x, e´P pxq “ e´x,

ż

eP pxqqpxq dx “

ż

exp´xq dx “ ´xex `



ż

ex dx “ p1 ´ xqex. これより, z “ e´xtp1 ´ xqex ` Cu “ 1 ´ x ` Ce´x (C は任意定数). 更に, y “ z´1

より, y “
1

1 ´ x ` Ce´x
. 一方, y “ 0 (定数関数)も解となる. よって, 求める解は y “

1

1 ´ x ` Ce´x

(C は任意定数) および y “ 0 .

2 (7 ˆ 2 “ 14点)

1階微分方程式のうち, 同次形, 完全微分形の問題である. 解法を大雑把に復習すると,

• 同次形： dy

dx
“ f

´ y

x

¯

. z “
y

x
とおけば, y “ xz,

dy

dx
“ z ` x

dz

dx
であるから, 与えられた微分方程式は

z ` x
dz

dx
“ fpzq, すなわち dz

dx
“

fpzq ´ z

x
と変形できる. これは変数分離形である (解法は既出).

• 完全微分形：P px, yqdx ` Qpx, yqdy “ 0. 長方形領域 D で BP

By
“

BQ

Bx
が成り立つならば, P “

BF

Bx
,

Q “
BF

By
を満たす F px, yqが存在し, 解が F px, yq “ C (C は任意定数) で与えられる. このような F は点

pa, bq P D を任意に固定し,

F px, yq “

ż x

a

P pξ, bq dξ `

ż y

b

Qpx, ηq dη

ˆ

“

ż y

b

Qpa, ηq dη `

ż x

a

P pξ, yq dξ

˙

で与えられる.

p1q P px, yq “ ´x ` y, Qpx, yq “ x ` y とおけば, 与えられた微分方程式は P px, yqdx ` Qpx, yqdy “ 0 と書け

る. このとき BP

By
“ 1 “

BQ

Bx
であるから, これは完全微分形. ここで, pa, bq “ p0, 0qとして,

F px, yq :“

ż x

0

P pξ, 0q dξ `

ż y

0

Qpx, ηq dη “

ż x

0

p´ξq dξ `

ż y

0

px ` ηq dη “ ´
1

2
x2 ` xy `

1

2
y2

とおけば, 求める解は F px, yq “ C, すなわち ´x2 ` 2xy ` y2 “ C1 (C1 “ 2C は任意定数).

p2q px ` yq
dy

dx
“ x ´ y の両辺を x ` y で割って,

dy

dx
“

x ´ y

x ` y
. よって,

dy

dx
“

1 ´
y
x

1 `
y
x

となり, これは同次形.

z “
y

x
とおけば, y “ xz,

dy

dx
“ z ` x

dz

dx
であるから,

z ` x
dz

dx
“

1 ´ z

1 ` z
. 6 x

dz

dx

ˆ

“
1 ´ z

1 ` z
´ z

˙

“ ´
z2 ` 2z ´ 1

z ` 1
(変数分離形).

z ‰ ´1 ˘
?
2 のときは

ż

z ` 1

z2 ` 2z ´ 1
dz “ ´

ż

dx

x
となり,

1

2
log |z2 ` 2z ´ 1| “ ´ log |x| ` C (C は任意

定数). これより, x2pz2 ` 2z ´ 1q “ C1 (C1 :“ ˘e2C ‰ 0). 一方, z “ ´1 ˘
?
2 (定数関数)も明らかに解

であるが, これらは上式で C1 “ 0 としたものに他ならない. ここで, z “
y

x
を代入し整理して, 求める解は

´x2 ` 2xy ` y2 “ C1 (C1 は任意定数). 勿論, 解を y “ ´x ˘
?
2x2 ` C と表示してもよい.

3 (12 ˆ 3 “ 36点)

定数係数線形微分方程式を F pDqy “ qpxq
`

D “
d

dx

˘

の形で表すとき,

[F pDqy “ qpxqの一般解] “ [F pDqy “ qpxqの特殊解] ` [F pDqy “ 0の一般解]

が成り立つ (線形微分方程式には特異解は存在しないことに注意). ここで, [F pDqy “ 0の一般解] は特性多項式
F ptqの因数分解 (あるいは特性方程式 F ptq “ 0 の根)を見ることにより得られる (詳細は教科書あるいは講義
ノート参照, すぐ下の例も見よ). また, [F pDqy “ qpxqの特殊解] は 1

F pDq
qpxq を計算することにより得られる

が, もっと簡単に計算できる場合もある ((1), (2)の中のコメント参照).
1

F pDq
qpxq の計算で必ず覚えておくべ

き公式として次の 2つを挙げておく：

‚
1

D ´ a
qpxq “ eax

ż

e´axqpxq dx, ‚ F paq ‰ 0ならば 1

F pDq
eax “

1

F paq
eax.



念のため, 最も基本的な F ptq “ at2 ` bt ` c (a, b, c P R は定数, a ‰ 0) の場合について, 斉次方程式
F pDqy p“ ay2 ` by1 ` cy q “ 0 の基本解 (“解空間の基底)および一般解について整理しておく (C1, C2 は任意
定数を表す).

• F ptq “ 0 が 2 つの異なる実根 α, β をもつとき, F pDqy “ 0 の基本解は eαx, eβx. 従って, 一般解は
y “ C1e

αx ` C2e
βx.

• F ptq “ 0が 2つの異なる虚根 γ, γ (共役複素数の組)をもつとき, γ “ α ` iβ (α, β P R, β ą 0)とおけば,

F pDqy “ 0 の基本解は eαx cosβx, eαx sinβx. 従って, 一般解は y “ C1e
αx cosβx ` C2e

αx sinβx.

• F ptq “ 0 が 2 重根 α P R をもつとき, F pDqy “ 0 の基本解は eαx, xeαx. 従って, 一般解は y “

C1e
αx ` C2xe

αx.

p1q 考える微分方程式は pD ` 3qy “ xe´2x. 斉次方程式の特性多項式は F ptq “ t ` 3.

① 特性方程式 F ptq “ t ` 3 “ 0 の根が ´3 であるから, 斉次方程式の基本解は e´3x .

② 1

D ` 3
xe´2x “ e´3x

ż

e3x ¨ xe´2x dx “ e´3x

ż

xex dx “ e´3x

ˆ

xex ´

ż

ex dx

˙

“ px ´ 1qe´2x .

③ 以上より, 一般解は y “ px ´ 1qe´2x ` Ce´3x (C は任意定数).

p2q 考える微分方程式は p2D2´D´3qy “ e´x. 斉次方程式の特性多項式は F ptq “ 2t2´t´3 “ p2t´3qpt`1q.

① 特性方程式 F ptq “ p2t´ 3qpt` 1q “ 0 の根が ´1,
3

2
であるから, 斉次方程式の基本解は e´x, e

3x
2 .

② 1

2D2 ´ D ´ 3
e´x “

1

D ` 1

´ 1

2D ´ 3
e´x

¯

“
1

D ` 1

ˆ

1

2p´1q ´ 3
e´x

˙

“ ´
1

5

1

D ` 1
e´x

“ ´
1

5
e´x

ż

ex ¨ e´x dx “ ´
1

5
xe´x .

③ 以上より, 一般解は y “ ´
1

5
xe´x ` C1e

´x ` C2e
3x
2 (C1, C2 は任意定数).

p3q 考える微分方程式は pD3 ´ 1qy “ ex sinx. 斉次方程式の特性多項式は F ptq “ t3 ´ 1 “ pt´ 1qpt2 ` t` 1q.

① 特性方程式 F ptq “ pt ´ 1qpt2 ` t ` 1q “ 0 の根が 1,
´1 ˘

?
3 i

2
であるから, 斉次方程式の基本解は

ex, e´ x
2 cos

?
3x

2
, e´ x

2 sin

?
3x

2
. 【注】基本解を ex, e

´1`
?

3 i
2 x, e

´1´
?

3 i
2 x と表すことも可能だが, 特

段の理由がない限り, 実数値関数で答える方が望ましい.

② まず, Eulerの公式 eix “ cosx ` i sinx を用いて, ex sinx “ Im
`

exeix
˘

“ Im
`

ep1`iqx
˘

(Imp¨qは虚部
を表す). この事実に注意して,

1

D3 ´ 1
ep1`iqx “

1

p1 ` iq3 ´ 1
ep1`iqx “ ´

1

3 ´ 2i
ep1`iqx “ ´

3 ` 2i

13
¨ expcosx ` i sinxq

“ ´
1

13
extp3 cosx ´ 2 sinxq ` ip2 cosx ` 3 sinxqu.

よって, 特殊解は 1

D3 ´ 1
ex sinx “ Im

´ 1

D3 ´ 1
ep1`iqx

¯

“ ´
1

13
exp2 cosx ` 3 sinxq . あるいは

特殊解を y “ Aex cosx ` Bex sinx (A,B は定数) の形で探す方法もある (下のコメント参照).

pD3 ´ 1qpAex cosx ` Bex sinxq “ ´p3A ´ 2Bqex cosx ´ p2A ` 3Bqex sinx であるから, ´p3A ´

2Bqex cosx ´ p2A ` 3Bqex sinx “ ex sinx が恒等式となるように A “ ´
2

13
, B “ ´

3

13
と定めれば

よい.

③ 以上より, 一般解は y “ ´
1

13
exp2 cosx ` 3 sinxq ` C1e

x ` C2e
´ x

2 cos

?
3x

2
` C3e

´ x
2 sin

?
3x

2

(C1, C2, C3 は任意定数).

【②に関するコメント】一般に, 実係数の多項式 F ptq が a, b P R に対して F pa ` ibq ‰ 0 を満たすならば,

F pDqy “ eax cos bx (or eax sin bx) の特殊解は, y “ eaxpA cos bx ` B sin bxq (A,B は定数) の形で見つけ



られる (上では a “ b “ 1 の場合を考えた).

4 (9 ` 6 ` 5 “ 20点)

(1) ⓘに対応する斉次方程式の特性多項式は F pτq “ τ2 ` a.

• a ą 0のとき, F pτq “ 0 の根は ˘
?
a i であるから, 斉次方程式の基本解は cosp

?
a tq, sinp

?
a tq .

• a “ 0のとき, F pτq “ 0 の根は 0 (2重根) であるから, 斉次方程式の基本解は 1, t .

• a ă 0のとき, F pτq “ 0 の根は ˘
?

´a であるから, 斉次方程式の基本解は e
?

´a t, e´
?

´a t . あるい

は coshp
?

´a tq, sinhp
?

´a tq .

(2)
1

D2 ` a
cos t “ Re

´ 1

D2 ` a
eit

¯

を計算する. 但し, ここでは D “
d

dt
であることに注意.

• a ‰ 1のとき,
1

D2 ` a
eit “

1

i2 ` a
eit “

1

a ´ 1
eit より,

1

D2 ` a
cos t “

1

a ´ 1
cos t .

• a “ 1のとき,
1

D2 ` 1
eit “

1

D ´ i

´ 1

D ` i
eit

¯

“
1

D ´ i

´ 1

i ` i
eit

¯

“
1

2i
eit

ż

e´it ¨ eit dt “ ´
i

2
teit

より,
1

D2 ` 1
cos t “ Re

´

´
i

2
tpcos t ` i sin tq

¯

“
1

2
t sin t .

(3) (1), (2)より, ⓘの一般解は

• a ą 0かつ a ‰ 1のとき, u “
1

a ´ 1
cos t ` C1 cosp

?
a tq ` C2 sinp

?
a tq (C1, C2 は任意定数).

• a “ 1 のとき, u “
1

2
t sin t ` C1 cos t ` C2 sin t (C1, C2 は任意定数).

• a “ 0 のとき, u “ ´ cos t ` C1 ` C2t (C1, C2 は任意定数).

• a ă 0 のとき, u “
1

a ´ 1
cos t ` C1e

?
´a t ` C2e

´
?

´a t あるいは

u “
1

a ´ 1
cos t ` C1 coshp

?
´a tq ` C2 sinhp

?
´a tq (C1, C2 は任意定数).

5 (6 ˆ 2 “ 12点)

(1) 0 ď t ď t1 においては |v| “ v より, v1 “ ´p1 ` v2q. これより
ż

dv

1 ` v2
“ ´

ż

dt ` C となり,

Tan´1 v “ ´t ` C. ここで vp0q “ 1 を用いて, C “ Tan´1 1 “
π

4
. 従って, Tan´1 v “

π

4
´ t, すなわち

v “ tan
´ π

4
´ t

¯

p0 ď t ď t1q. 更に, vpt1q “ tan
´π

4
´ t1

¯

“ 0 より, t1 “
π

4
.

(2) t ě t1 “
π

4
においては |v| “ ´v より, v1 “ v2 ´ 1. これより,

ż

dv

v2 ´ 1
“

ż

dt ` C. ここで,
ż

dv

v2 ´ 1
“

1

2

ż

´ 1

v ´ 1
´

1

v ` 1

¯

dv “
1

2
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v ´ 1

v ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2
log

1 ´ v

1 ` v
(vpt1q “ 0 に注意して絶対値を

外した) であるから, log
1 ´ v

1 ` v
“ 2pt ` Cq. vpt1q “ 0 より t1 ` C “ 0, すなわち C “ ´t1. よって,

1 ´ v

1 ` v
“ e2pt´t1q となり, v について解いて v “

1 ´ e2pt´t1q

1 ` e2pt´t1q
“ ´

e2pt´t1q ´ 1

e2pt´t1q ` 1
“ ´ tanhpt ´ t1q. すなわ

ち v “ ´ tanh
´

t ´
π

4

¯ ´

t ě t1 “
π

4

¯

. 勿論, v “ ´
e´ π

2 e2t ´ 1

e´ π
2 e2t ` 1

“ ´
e2t ´ e

π
2

e2t ` e
π
2
などと書いてもよい.

【別法】次のように考えることもできる.

(1) 0 ď t ď t1 においては |v| “ v より, v1 “ ´p1 ` v2q, vp0q “ 1 が成り立つ. よって, v1 “ ´p1 ` v2q

を t “ 0 から t pď t1q まで積分し,

ż v

1

dv

1 ` v2
“ ´

ż t

0

dt, すなわち Tan´1 v ´ Tan´1 1 “ ´t. 従って,



v “ tan
´π

4
´ t

¯

p0 ď t ď t1q. 更に, vpt1q “ tan
´π

4
´ t1

¯

“ 0 より, t1 “
π

4
.

(2) t ě t1 “
π

4
においては |v| “ ´v より, v1 “ v2 ´ 1, vpt1q “ 0 が成り立つ. よって, v1 “ v2 ´ 1 を

t “ t1 から t pě t1qまで積分し,

ż v

0

dv

v2 ´ 1
“

ż t

t1

dt. ここで,

ż v

0

dv

v2 ´ 1
“

1

2

ż v

0

´ 1

v ´ 1
´

1

v ` 1

¯

dv “

1

2
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v ´ 1

v ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2
log

1 ´ v

1 ` v
,

ż t

t1

dt “ t ´ t1 p“ t2 とおく) であるから,
1 ´ v

1 ` v
“ e2t2 を得る. これより,

v “
1 ´ e2t2

1 ` e2t2
“ ´

e2t2 ´ 1

e2t2 ` 1
“ ´ tanh t2, すなわち v “ ´ tanh

´

t ´
π

4

¯ ´

t ě t1 “
π

4

¯

.
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C12 人 数 平均点 標準偏差 最高点
１年 58 59.4 22.4 100

再履 7 43.7 15.2 71

C8 人 数 平均点 標準偏差 最高点
１年 56 52.4 23.9 100

再履 6 28.8 20.0 60

クラス 12 & 8　担当：伊東（数学）


